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VORWORT

Dieses Buch ist aus Vorlesungen hervorgegangen, die ich seit 2012 in jedem
Sommersemester an der Goethe-Universitat Frankfurt am Main gehalten
habe. Diese setzten die jeweils im Winter gelesene “Einfithrung in die Logik”
fort und waren gedacht als Angebot an besonders interessierte Studenten.
Die Vorlesungen, unter dem Titel “Philosophische Logik” angekiindigt, wur-
den mit der Zeit unter dem Namen “Sommerlogik” bekannt — im Gegensatz
zur “Winterlogik” der kalteren Jahreszeit. Die wechselnden Themen der
Sommerlogik entsprechen etwa den Kapiteln des Buches.

Ich danke meinen Frankfurter Studenten und Mitarbeitern, namentlich
Ali Esmi, Matthias Hoch, Pascal Hohmann, Dominik Kauf,, Axel Raue,
und besonders Melvin Keilbar, der den gesamten Text durchgesehen und
fiir viele Verbesserungen gesorgt hat. Ein besonderer Dank geht an Max
Urchs fiir seine vielen Anmerkungen und Anregungen zu allen Kapiteln des
Buches.

Der Universitétsbibliothek Johann Christian Senckenberg der Goethe-
Universitét sei fiir die Forderung der Open Access-Publikation gedankt.

Die Auswahl der Themen des Buches kann ich nicht begriinden, sondern
nur erkldren: Es sind die Themen, zu denen ich selbst im Laufe der Jahre
etwas beitragen konnte. Das Buch hétte zweifellos ein vollstandigeres Bild
philosophisch interessanter Logik abgeben konnen, wenn es einige weitere
Themen eingeschlossen hétte. Allein, ...

So eine Arbeit wird eigentlich nie fertig, man muf} sie fiir fertig erklaren,
wenn man nach Zeit und Umsténden das moglichste getan hat.

Goethe, Ttalienische Reise (Caserta, den 16.3.1787)

Frankfurt am Main, den 16. 3. 2023
AF.
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EINLEITUNG

1. Philosophische Logik

Der Begriff Logik ist eigentlich eine Ellipse: “Logik von was?” ist die Frage,
die immer sogleich beantwortet werden will. Im Falle der Aussagenlogik
lautet die Antwort: Das ist die Logik der darin herausgestellten Junktoren,
typischerweise der Negation, Konjunktion, Disjunktion und Implikation. In
der Pradikatenlogik treten der All- und Existenz-Quantor hinzu, was er-
fordert, dafl die Pradikationsstruktur von Aussagen freigelegt wird. Die
genannten Junktoren und Quantoren sind Beispiele einer Ausdruckssorte,
die manchmal “logische Partikel” (auch “logische Konstanten”) genannt
werden. Auf die Gefahr hin, sich im Kreise zu bewegen, konnte man sagen:
Eine Logik ist eine logische Theorie bestimmter logischer Partikel. Das ladt
sofort zwei weitere Fragen ein: Was ist eine logische Theorie (im Unterschied
zu anderen Theorien)?, und: Was ist ein logischer Partikel (im Unterschied
zu anderen Ausdriicken)?

Auf die erste Frage gibt dieses Buch eine Teilantwort, indem es Beispiele
logischer Theorien vorfithrt. Auf die zweite Frage antworten wir hier ebenso
teilweise, indem wir bestimmte Ausdriicke zum Gegenstand logischer Theo-
rien machen. Die grundsétzliche Frage nach der “Natur” logischer Theorien
und Partikel — falls sie denn eine haben sollten — ist Gegenstand der Philoso-
phie der Logik, die wir nur gelegentlich in diesem Buch streifen werden. !

Nun koénnte man versucht sein — ausgehend von der Frage “Logik von
was?” —, den charakteristischen Gegenstand einer Philosophischen Logik

! Beide Fragen werden z.B. in dem Buch [294] von Alexandra Zinke eingehend behandelt.
Philosophische Logik und Philosophie der Logik sind manchmal nur schwierig zu trennen.
Besondes deutlich wird das im Kapitel IV tiber Konditionale.
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so zu bestimmen: Es mufl sich um etwas handeln, das in der philosophi-
schen Theorienbildung eine wichtige Rolle spielt. Die Modallogik unter den
typischen Interpretationen einer Logik der Notwendigkeit, des Glaubens,
des Wissens, oder des Gebotenseins behandelt sicher zentrale theoretische
Termini der Metaphysik, der Erkenntnistheorie und der Ethik. Und die
Logik kontrafaktischer Konditionale trégt ebenso sicher bei zu einer philo-
sophischen Theorie kausaler Abhéngigkeit. Vermutlich ist in solchen Uber-
legungen der Ursprung des Begriffs ‘Philosophische Logik’ zu suchen. Aber
eigentlich pafite der Begriff nie so recht. Denn zu den typischen Interpre-
tationen der Modallogik gehorte beispielsweise immer auch schon die tem-
porale. Zeitordnungen sind jedoch nicht nur Gegenstand philosophischer
Theorien, sondern auch physikalischer. Das Gleiche gilt fiir den Begriff
der Kausalitdt. Die Modal- und Konditionallogik sind also bestenfalls auch
philosophische Logiken — aber nicht nur.

Vom vermutlichen Ursprung des Begriffs einer Philosophischen Logik ha-
ben wir uns jedenfalls weit entfernt. Wenn wir uns das wachsende Corpus
Philosophischer Logiken ansehen, wie es beispielsweise in den zwei Auflagen
des Handbook of Philosophical Logic [93] vorgelegt wird,2dann fallt auf, dafl
die einzelnen Bénde nur durch eine Ahnlichkkeit der Themen oder Metho-
den zusammengehalten werden. Nun ist Ahnlichkeit keine transitive und
also keine Aquivalenzrelation, so daB nicht sinnvoll gefragt werden kann,
in welcher Hinsicht alle Philosophischen Logiken gleich sind und sich z.B.
von der einfachen Aussagen- oder Pradikatenlogik unterscheiden. Es gibt
keinen nicht-trivialen Aspekt, den diese Theorien wesentlich gemein haben.
Im Ubergang von der ersten zur zweiten Auflage des Handbook fallt weiter
auf, daf} sich der Anwendungsschwerpunkt zunehmend von der Philosophie
in die Informatik verlagert hat.

Es ist nicht sinnvoll, nun legislativ tatig werden zu wollen, indem man
den Begriff einer Philosophischen Logik normativ zuriickschneidet. Der Be-
griff ist offen, und das ist gut so. Wir konnen unter den so benannten
Theorien jedoch solche auswahlen, die fiir die Belange der Philosophie von
besonderem Interesse sind. Eine solche Auswahl bietet dieses Buch an.

Wir beginnen mit der Zeitlogik in Kapitel II. Das ist eine generische
Bezeichnung fiir eine Familie von Modallogiken unter einer bestimmten,
néamlich temporalen Interpretation. Aus rein formaler Perspektive ist diese
Interpretation eine unwesentliche Heuristik. Aber wie jede gute Heuristik
hilft sie, sich zu orientieren. Sie fithrt auch beispielhaft vor Augen, dafl
Philosophische Logiken etwas modellieren wollen, was aufler ihnen liegt. In
diesem Fall ist es das Phanomen der vergehenden Zeit. Zeitlogik ist zumin-

2 Vier Bande in der ersten Auflage 1983-89, 18 Bénde bis 2018 in der zweiten Auflage.
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dest wesentlicher Teil einer Philosophie der Zeit.

Wir wiirden einen wichtigen Aspekt der logischen Theorie der Zeit ver-
passen, wenn wir nicht bemerken wiirden, wie allgemein diese Theorie tat-
sdchlich ist. Wenn wir die theoretischen Termini einer Theorie durch die
Methode der Ramsey-Séatze individuieren,? dann kann der Ramsey-Satz
einer bestimmten Zeitlogik ununterscheidbar sein von dem einer Logik, die
wir mit einer ganz anderen Heuristik versehen. Es handelt sich in dem Fall
um dieselbe Logik, nur unter anderer (heuristischer) Interpretation ihrer
theoretischen Termini. Diese Interpretation wird von der betrachteten Lo-
gik nicht festgelegt. Zeitlogik ist also nicht wesentlich Logik der Zeit. Im
dritten Kapitel sehen wir daher von einer bestimmten Interpretation ab und
gehen iiber zur allgemeinen Modallogik. Auch hier soll der Orientierung des
Lesers ein wenig geholfen werden, indem wir eine Heuristik als Leitmotiv
angeben: Wir lesen den Operator O im Sinne irgendeiner Notwendigkeit.
Das schliefit doxastische, epistemische und deontische Notwendigkeit mit
ein.

An die Modallogik schliefit sich natiirlich die Konditionallogik (Kapitel
IV) an. Viele Konditionale driicken so etwas wie eine bedingte Notwendig-
keit aus, so dafl die Logik solcher Konditionale als eine Verallgemeinerung
der Modallogik aufgefaflt werden kann. Es gibt jedoch viele Arten von
Wenn-dann-Aussagen, von denen nur einige modal sind. Die Frage ihrer
richtigen Einteilung und semantischen Analyse ist in hohem Grade um-
stritten. Das Kapitel iiber Konditionale versucht, den Leser durch dieses
Dickicht von Theorien zu fiihren und einen Sinn dafiir zu entwickeln, wie
solche Theorien zu beurteilen sind.

In den folgenden drei Kapiteln, V-VII, geht es gewissermaflen weiter um
Konditionale. Im Kapitel V iiber parakonsistente Logik betrachten wir Kon-
ditionale, die Folgerungsverhaltnisse ausdriicken und versuchen diese unter
die Bedingung zu stellen, dafl aus widerspriichlichen Annahmen nicht Be-
liebiges folgt. In Kapitel VI iiber Relevanzlogik soll die Implikation —
eine echte Beziehung zwischen Antezedens und Konsequens ausdriicken, so
daB8 die Wahrheit von A — B nur beurteilt werden kann, wenn beide, A
und B, aufeinander bezogen werden (“relevant” fiir einander sind). Die
Modelltheorie der Relevanzlogik verallgemeinert die Methoden der Modal-
und Konditionallogik und bietet eine sehr allgemeine Theorie konditionaler
Konstruktionen an.

In Kapitel VII iiber anfechtbares Schlieffen geht es um nicht-deduktive
Folgerungsverhéltnisse. Damit sind Folgerungen gemeint, bei denen die
Konklusion nicht logisch zwingend (deduktiv) aus den Pramissen folgt. Auf

3 Siehe hierzu Lewis [180].
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den ersten Blick scheint das nicht gut unter die Uberschrift “Philosophische
Logik” zu passen. Aber wir betrachten dieses Folgern (das wir generisch
mit p~ bezeichnen) hier genauso wie das deduktive Folgern unter einer
normativen Perspektive. D.h. wir fragen nach formalen Bedingungen, die
k- erfilllen mufl; um “gerechtfertigt” zu sein. Rechtfertigung hat hier einen
sehr spezifischen Sinn: Eine Relation p ist dann gerechtfertigt, wenn sie als
verniinftiger Ubergang von Pramissen zu einer Konklusion dargestellt wer-
den kann. Im Zentrum der Theorie stehen daher Reprasentationsresultate
der Art: X | A, wenn A aus X deduktiv folgt unter kontrolliertem (“ver-
niinftigem”) Riickgriff auf bestimmte Hintergrundannahmen oder -regeln.
In der hier gewéhlten Darstellung (die viel Makinsons [200] verdankt)ist die
Theorie des anfechtbaren Schlieflens eine sehr allgemeine Theorie dessen,
was in der Philosophie ampliatives (erweiterndes) und in der Informatik
nichtmonotones Schlieen genannt wird.

Wenn Kapitel VII den traditionellen Begriff einer Logik vielleicht iiber-
raschend erweitert, dann gilt das umso mehr fiir die Logik des Uberzeu-
gungswandels (Belief Revision), die Gegenstand von Kapitel VIII ist. Die
Standardtheorie ist hier die AGM-Theorie der Kontraktionen und Revisio-
nen von [''Iberzeugungszustf:inden.4 Vor die Aufgabe gestellt, unsere Uber-
zeugungen zu andern, miissen wir typischerweise zwischen einer Reihe von
Kandidaten fiir unseren kiinftigen Uberzeugungszustand wihlen. Dazu
miissen unsere Uberzeugungszustiinde mit einer Struktur ausgestattet sein,
die solche Wahlen ermoglichen. Wie im Falle anfechtbaren Schlielens dreht
sich die AGM-Theorie um bestimmte Représentationsresultate: Wenn die
postulierte Struktur von dieser oder jener Art ist, dann haben die ele-
mentaren Anderungsoperationen der Kontraktion und Revision diese oder
jene Eigenschaften. Und umgekehrt: Gegeben bestimmte formale Eigen-
schaften der Operationen, so diirfen wir darauf schliefen, dafl diese durch
Strukturen der einen oder anderen Art hervorgebracht wurden. Die Theo-
rie hat beeindruckende Anwendungen, u.a. in der Erkenntnistheorie, der
Rechtslogik, der Semantik von Konditionalsdtzen und der Theorie anfecht-
baren Schlieflens.

Soweit eine kurze Beschreibung dessen, was der Leser vorfinden wird. Alle
Kapitel sind weitgehend in sich abgeschlossen. Der geneigte Leser moge
den unvermeidlichen Preis dafiir verzeihen: dafl sich namlich zuweilen die
eine oder andere Erklarung wiederholt. Querverweisen kann man {iberall
mit Gewinn folgen, muf} es aber nicht, um die Ausfiihrungen, von denen

4 “AGM?” fiir: Carlos Alchourrén, Peter Gardenfors und David Makinson.
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aus verwiesen wird, zu verstehen. Alle Kapitel beginnen behutsam. Im
Fortgang nimmt der technische Aufwand dann jeweils zu.

2. Grundlagen

Das Buch setzt elementare Kenntnisse der Aussagen- und Priadikatenlogik
voraus. Pradikatenlogik spielt in diesem Buch allerdings nur insofern eine
Rolle, als sie bequeme und eindeutige Abkiirzungen zur Verfiigung stellt,
um gewisse Bedingungen auszudriicken. Obwohl Pradikatenlogik also nicht
Gegenstand dieses Buches ist, so sollte der Leser mit ihr soweit vertraut
sein, daf} er die formale Sprache der Pradikatenlogik als zuweilen hilfreiche
Erganzung der Umgangssprache aufnehmen kann.

Zu den vorausgesetzten Kenntnissen im Bereich der Aussagenlogik geho-
ren: die Beschreibung formaler Sprachen, das Ableiten von Formeln aus
Annahmen oder Axiomen mittels Regeln, die Interpretation von Aussagen
durch systematische (rekursive) Zuordnung von Wahrheitswerten, der Be-
griff einer giiltigen Folgerung. Diese setzen wiederum voraus, dafl der Leser
mit elementaren Begriffen der Mengenlehre, einschliefllich Relationen und
Funktionen vertraut ist. Im folgenden seien einige wichtige Begriffe stich-
wortartig rekapituliert und unsere Notation erklart.

2.1 Mengen, Folgen, Relationen, Funktionen. Objekte konnen in
anderen Objekten vorkommen. Ein Art den Vorkommens ist die Element-
beziehung. Wenn z in dieser Weise in y vorkommt, dann schreiben wir z € y
(bzw. x ¢ y, wenn z kein Element von y ist). Wenn z € y, dann nennen
wir y eine Menge. Meist verwenden wir Groflbuchstaben fiir Mengen und
Kleinbuchstaben fiir deren Elemente (obwohl diese selbst auch Mengen sein
konnen). Mengen werden beschrieben durch Angabe ihrer Elemente, wie in

{0,1,2},
oder durch Angabe notwendiger und hinreichender Bedingungen, wie in
{z : x ist eine der ersten drei natiirlich Zahlen}.

Eine Bedingung wie x # x kann nicht erfiillt werden. Die entsprechende
Menge ist daher leer; Notation { } oder (). Eine Bedingung wie ‘x ist Nachfol-
ger einer Zahl’ wird von unendlich vielen Objekten erfiillt. Die ensprechende
Menge kénnen wir mit {1,2,3,...} andeuten. Fiir bestimmte Zahlenmengen
reservieren wir die folgenden Buchstaben:

N die natiirlichen Zahlen;
N+ die positiven natiirlichen Zahlen (> 0);
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Q die rationalen Zahlen;
R  die reellen Zahlen.

Mengen konnen in Beziehungen zueinander stehen. Insbesondere kann X
Teilmenge von Y sein:

Teilmenge: X CY gdw jedes Element von X ist in Y, d.h.
Ve (zeX = z€Y).

Bei Bedarf drehen wir das Zeichen C um: X 2 Y (X ist Obermenge von
Y). Den Unterstrich lassen wir weg, d.h. wir schreiben X C Y, wenn X
eine echte Teilmenge von Y ist, d.h. wenn Y Elemente enthéalt, die nicht in
X sind. Die Menge aller Teilmengen einer Menge X ist die Potenzmenge
von X:

Potenzmenge: #(X)={Y:Y C X}.
Mengen sind unter einer Reihe einfacher Operationen abgeschlossen.

Vereinigung: X UY ={z:2 € X oder x € Y}.
Schnitt: XNY={zr:zeXundz eV}
Subtraktion: X \Y ={zx:2xe€ X undz ¢Y}.

Wenn X C Y, dann ist offenbar X = X NY und X UY =Y. Die Menge
X ist dieselbe Menge wie die Menge Y, wenn X C Y und Y C X. Es folgt,
dal {z} = {z, 2} (Idempotenz) und daB {z,y} = {y, 2} (Kommutativitit).

Aus den Definitionen folgt unmittelbar, daf§ Vereinigung und Schnitt asso-
ziative Operationen sind, d.h. (XoU X7) U Xo = X U (X7 U X5); ebenso
fir N. Aus diesem Grunde kénnen wir die Klammern fortlassen und einfach
Xo U X7 U Xy schreiben. Beliebige viele Mengen kénnen zu einer Menge
vereinigt werden. Zum Beispiel konnen wir alle Mengen vereinigen, die
eine bestimmte Bedingung ¢ erfiillen. Das Resultat wiirden wir so notieren:
U{X:#(X)}. Haufiger werden wir die zu vereinigenden Mengen mit Indizes
aus einer Indexmenge I versechen. Dann ist {X;: ¢ € I} die Menge der so
indizierten Mengen und deren Vereinigung notieren wir mit J{X; : i € I}
oder auch mit | J;c,{A;}. Meist wihlen wir N als Indexmenge, und wenn
immer dies eindeutig der Fall ist, kiirzen wir weiter ab zu | A,,. Ebenso fiir
Schnitte (] von Mengen indizierter Mengen.

Wenn es uns darauf ankommt, dafl Objekte in einer Ansammlung mehr-
fach oder in bestimmter Reihenfolge vorkommen, dann stellen wir eine
solche Ansammlung nicht als Menge, sondern als Folge (mit gespitzten
Klammern) dar. Beispielsweise kommt x in der Folge (x,y,z) zweimal
vor und y geht dem zweiten Vorkommen von x voraus. Die Folgen (y,x)
oder (x,z,y) wirden die Anzahl und Anordnung der Vorkommen anders
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darstellen und sind daher verschiedene Folgen. Die Elemente einer Folge
unterscheiden wir am besten, indem wir sie mit natiirlichen Zahlen in ihrer
natiirlichen Reihenfolge indizieren. Wenn wir eine Folge (z1,...,x,) auf
diese Weise spezifizieren, dann konnen wir daraufthin z.B. etwas iiber be-
liebige, unmittelbar aufeinander folgende Elemente sagen, indem wir auf
diese mit x; und x;11 Bezug nehmen (1 < i < n). Allgemein heiflen Fol-
gen mit n Elementen n-Tupel; im besonderen nennen wir zwei-elementige
Folgen Paare, drei-elementige Tripel, usw. (Quadrupel, Quintupel, ...). Das
k-te Element eines Tupels nennen wir dessen k-te Koordinate; im Fall eines
Paares, die linke bzw. rechte Koordinate. Das kartesische Produkt zweier
Mengen X und Y ist die Menge aller Paare (x,y) so,daz € X undy €Y.
Die Verallgemeinerung liegt auf der Hand:

(Kartesisches) Produkt: Xy x -+ X X, = {{x1,...,2,):
xr1€Xh & ... &z, € X}

Wenn fiir alle i,k € {1,...,n} gilt, daBl X; = X}, = X, dann sprechen wir
vom n-fachen Produkt der Menge X mit sich selbst und bezeichnen diese
mit X”. Im Grenzfall n = 1 sei X! einfach die Menge X. Statt der spitzen
Klammern verwenden wir manchmal auch runde Klammern, um Folgen
anzuzeigen; also beispielsweise (z,y) statt (x,y) fiir das Paar bestehend aus
2 und y in dieser Reihenfolge.

Eine zweistellige Relation ist eine Menge von Paaren, eine dreistellige eine
Menge von Tripeln, usw. Insbesondere fiir zweistellige Relationen gibt es
eine Reihe auffélliger und oft wiederkehrender Abschlufibedingungen. Z.B.
konnte fiir eine Relation R C X X Y gelten, dal wenn (z,y) und (y, z) in R
sind, dann ist auch (z,z) in R, fiir beliebige z,y € X und y,z € Y. Statt
(x,y) € R schreiben wir meist kiirzer Rxy (oder auch xRy) so, dafi die
Bedingung auch so beschrieben werden kann:

Transitivitat: Wenn Rzy und Ryz, dann Rxz.

Wir nennen nun eine Auswahl weiterer solcher Bedingungen, die in diesem
Buch an der einen oder anderen Stelle eine Rolle spielen werden. (Soweit
nicht explizit anders gebunden, sind alle Variablen im allquantifizierten
Sinne zu verstehen.)

Reflexivitét: Rzxzx.

Antisymmetrie: ~ Wenn Rzy und Ryz, dann z = y.
Totalitat: Rzy oder Ryzx.

Symmetrie: Wenn Rzy, dann Ryx.

Konnexitat: Rzy oder x = y oder Ryx.
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Dichte: Wenn Rzy, dann 3z: Rzz und Rzy.
Euklidizitéat: Wenn Rzy und Rzxz, dann Ryz.

Eine Relation R C X? ist eine Quasiordnung auf X, wenn R reflexiv und
transitiv ist. Ist R dariiberhinaus auch antisymmetrisch, dann ist R eine
Halbordnung auf X. Ist R auch total, dann ist X vollstindig geordnet unter
R. In allen diesen Fallen schreiben wir oft x < y statt Rxy. Eine Quasiord-
nung ist eine Aquivalenzrelation, wenn sie symmetrisch ist. In diesem Fall
schreiben wir gern = = y fir Rxy.

Wenn R dagegen irreflexiv ist, d.h. Rzz fiir kein Element der Fall
ist, dann wéhlen wir eine Schreibweise wie x < y oder = < y fiir Rzy.
Eine strenge Halbordnung ist irreflexiv, transitiv und antisymmetrisch; eine
strenge Vollordnung ist dariiberhinaus konnex.

Es sei R C X2 und a ein Element a in X.

a ist minimal (unter R) in X: Vrz € X:Rra = = =a.
a ist maximal (unter R) in X: Ve € X:Rax = a=zx.
a ist das kleinste Element (unter R) in X: Vz € X: Rax.
a ist das gréfite Element (unter R) in X: Vz € X: Rza.

Es sei R C X2 eine Halbordnung. Wenn a das kleinste Element in X ist,
dann ist @ auch minimal, jedoch im allgemeinen nicht umgekehrt. Ist R
total, dann bildet X eine Kette unter R. Wenn die Kette nicht unendlich
absteigt (aufsteigt), dann gibt es ein minimales (maximales) Element und
dieses ist zugleich das kleinste (grofite). (Am besten veranschaulicht man
sich die Verhéltnisse in Hasse-Diagrammen.)

Gegeben eine Relation R C X x Y, koénnen wir fiir jedes x € X den
Abschluf von x unter R bilden: R(z) = {y : Rxy}. Wenn R eine Aquivalenz-
relation ist, dann ist R(z) die Aquivalenzklasse von z unter R; statt R(z)
schreiben wir dann meist [z]g. Aufgrund der Eigenschaften von R gilt:
[2]r = [ylr gdw Rzy (“z =y"), und [z]g # [y]r gdw [2]r N [y]r = 0.

Unter den Relationen R C X x Y gibt es solche, die jedem =z € X
hochstens ein y € Y zuordnen. Solche Relationen nennen wir Funktionen:

Funktionalitat: Wenn Rxy und Rzz, dann y = 2.

In diesem Fall schreiben wir f : X — Y (“f bildet X nach Y ab”) statt R C
X xY und f(z) = y statt Rzxy; X ist der Argument- oder Definitionsbereich,
Y der Wertebereich von f. In f(x) = y nennen wir entsprechend z das
Argument und y den Wert (von x unter f). Man beachte, dafl das Argument
einer Funktion auch ein n-Tupel (x4, ..., x,) sein kann, in welchem Fall wir
von einer n-stelligen Funktion sprechen und statt f({z1,...,z,)) vereinfacht
f(x1,...,x,) schreiben. Die Bedingung der Funktionalitdt schlieit erstens
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nicht aus, daf§ es nicht fiir alle Argumente z € X einen Wert in Y gibt;
sie schlieBt zweitens nicht aus, dafl f distinkte Werte in X auf denselben
Wert in Y abbildet; und sie 148t drittens offen, ob jedes Element in Y sich
als Wert eines Argumentes aus X unter f darstellen 1af3t. Im ersten Fall
ist die Funktion nur partiell, im zweiten Fall nicht injektiv (umkehrbar),
im dritten Fall nicht surjektiv (den Wertebereich ausschopfend). Partielle
Funktionen spielen in diesem Buch keine Rolle; sie konnen tiberdies in aller
Regel gut durch eine Festsetzung ausgeschlossen werden. Im folgenden sei
nur von Funktionen die Rede, die ihren Argumentbereich vollstidndig (total)
in ihren Wertebereich abbilden. Die anderen zwei Fille werden durch diese
Bedingungen ausgeschlossen:

Injektivitét Wenn f(xz) =z und f(y) = z, dann x = y.
Surjektivitat  Vy €Y, Jx € X: y = f(x).

Eine (totale) Funktion f: X — Y ist bijektiv, wenn f injektiv und surjek-
tiv ist. In diesem Fall sprechen wir auch von einer eineindeutigen Abbildung
oder einen Bijektion zwischen X und Y. Gibt es zwischen zwei Mengen
eine Bijektion, dann sind diese gleich mdchtig, d.h. sie enthalten die gleiche
Anzahl von Elementen. Wenn X eine Menge ist, dann ist eine Bijektion
zwischen X und einem (anfinglichen) Teilsegment der natiirlichen Zahlen
eine Abzdhlung von X.

2.2 Aussagenlogische Sprachen. Die syntaktische Beschreibung einer
Sprache besteht aus der Angabe eines Alphabets sowie der Beschreibung von
Regeln mit deren Hilfe aus dem Alphabet wohlgeformte Ausdriicke erzeugt
werden konnen. Im Falle aussagenlogischer Sprachen ist das besonders ein-
fach. Das Alphabet besteht aus einer abzéhlbaren Menge ATM atomarer
Formeln, hier kurz Atome genannt, sowie einer Menge OPR von Operatoren
(auch Junktoren oder “logische Konstanten” genannt) unter Angabe ihrer
Stelligkeit. Da wir hier nur maximal zweistellige Junktoren betrachten, so
reicht eine Stelligkeitsfunktion f : OPR — {0, 1,2}. Die Menge FML der
wohlgeformten Ausdriicke (Formeln) wird durch diese Regeln definiert:

F1. ATM C FML.
F2. Wenn z € OPR mit f(z) =0, dann z € FML.
F3. Wenn z € OPR mit f(xz) =1 und y € FML, dann zy € FML.
F4. Wenn 2 € OPR mit f(x) =2 und y, 2 € FML, dann zyz € FML.
F5. FML ist die kleinste Menge, die F1-4 erfiillt.
Aus der Definition folgt, dal Formeln beliebig lang sein kénnen aber endlich

sein miissen. Ob ein Ausdruck eine Formel ist, ist entscheidbar. Die De-
finition ist induktiv (oder rekursiv, wie man auch sagt) und erlaubt daher
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induktive Beweise iiber den Aufbau einer Formel. D.h., um zu zeigen, daf3
jede Formel eine bestimmte Eigenschaft hat, geniigt es zu zeigen, dafl 1.
jedes Atom die Eigenschaft hat, und dafl 2. alle Junktoren Formeln so
zusammensetzen, dafl die Eigenschaft von diesen an das Resultat der Zusam-
mensetzung weitergegeben wird. Ferner sind Formeln Prafixkonstruktionen
(d.h. in sogenannter polnischer Notation). Sei bespielsweise z in F4 die
Konjunktion A, dann ist nach dieser Regel Ayz eine Formel (falls y und z
Formeln sind). Die Préferenz fiir Prafixkonstruktionen in der offiziellen De-
finition von FML vereinfacht einiges, macht aber Formeln nicht besonders
lesefreundlich. Deshalb werden wir uns hier auf Formeln der jeweiligen Ob-
jektsprache durch Infixausdriicke aus unserer Metasprache (angereichertes
Deutsch) beziehen: also “z Ay” fir “Azy”. Wir miissen dann nur durch das
Setzen von Klammern fiir eindeutige Bezugnahme sorgen. Als (metasprach-
liche) Variablen verwenden wir fiir Atome P, @, R, ..., fiir beliebige Formeln
A, B, C, ..., zuweilen vermehrt und unterschieden durch Indizes aus N. Rein
syntaktisch gesehen, konnen die Atome auch als Operatoren mit Stelligkeit
0 aufgefafit werden. Aber das tun wir hier nicht, da wir die Interpretation
der Atome variieren wollen, wiahrend die der Operatoren in allen Modellen
konstant bleiben soll. Zu den Operatoren mit Stelligkeit 0 gehéren daher
typischerweise nur T (verum) und L (falsum). Mengen von Formeln be-
zeichnen wir meist mit X,Y, Z, ...; aber diese Grofbuchstaben kénnen auch
— wie schon zuvor — andere Objekte oder Mengen bezeichnen. Der Kontext
wird hier immer geniigend Klarheit schaffen.

Mit Ausnahme der Systeme in Kap. V und VI basieren alle Uberlegungen
in diesem Buch auf der klassischen Aussagenlogik. Diese ist eine Theorie der
Wahrheitsfunktionen in zwei Werten. Wir nehmen daher an, dafl unter den
Junktoren der betrachteten aussagenlogischen Sprachen sich solche befinden,
die wir als eine funktional vollstindige Menge von Wahrheitsfunktionen in-
terpretieren konnen. Funktional vollstandig ist eine solche Menge, wenn ihre
Elemente geniigen, alle Wahrheitsfunktionen zu definieren. Welche Menge
das ist, ist im Prinzip gleichgiiltig. Wir wéhlen hier meist {—, A}.

2.3 Axiomatische Systeme. Sehr allgemein betrachtet, ist ein axioma-
tisches System eine Struktur (S, A, R) mit einer Trdgermenge S, A C S,
und R einer Menge von Paaren (X,y) mit X, {y} C S. Der Abschlufl von
A unter den Elementen in R erzeugt die Menge der Theoreme des Systems.
Fiir die Zwecke dieses Buches deuten wir die Elemente eines axiomatischen
Systems spezifischer: S ist hier die Formelmenge einer aussagenlogischen
Sprache, A ist eine entscheidbare Teilmenge von S (die Aziome des Sys-
tems), und R ist eine entscheidbare Menge von Regeln, welche de facto nie
mehr als zwei Pramissen benotigen. Regeln sind nun also Paare (X, A) mit
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X,{A} C FML, die wir so

X = A oder so

| 3

notieren werden. ® In der Beschreibung eines axiomatischen Systems werden
wir hier durchweg Aziomenschemata den Vorzug geben. Damit ist folgendes
gemeint. Wenn wir z.B. festlegen, dal A — A “ein Axiom” sein soll, dann ist
gemeint, dafl alle Formeln von dieser Gestalt Axiome sein sollen. ¢ Ohne hier
“von gleicher Gestalt” zu definieren, sollte klar sein, dafl wir eine addquate
Definition angeben kénnen, nach der die Gleichgestaltigkeit beliebiger Paare
von Formeln eine entscheidbare Figenschaft ist. Ebenso verfahren wir mit
der Angabe von Regeln. Mit diesem Vorgehen legen wir uns darauf fest,
daB Logik “formal” ist: Wenn eine Aussage logisch wahr ist, dann ist jede
Aussage gleicher Form ebenfalls logisch wahr. Jedenfalls erfiillen alle in
diesem Buch behandelten Systeme diese Bedingung.

Die Menge der Theoreme eines axiomatischen Systems S ist nun so be-
stimmt:

T1. Jede Instanz eines Axioms von S ist ein Theorem von S.

T2. Wenn alle Formeln in einer Menge X Theoreme sind und X = A
eine Regel von S ist, dann ist auch A ein Theorem von S.

T3. Die Menge der Theoreme von S ist die kleinste Menge, die 1 und 2
erfiillt.

Dies ist ein weiteres Beispiel einer induktiven Definition. Um nachzuweisen,
daf} alle Theoreme eine bestimmte Eigenschaft haben, wird es geniigen, 1.
die Eigenschaft in den Axiomen nachzuweisen und dann zu zeigen, daf 2.
jede Regel des Systems die Eigenschaft von den Préamissen an die Konklu-
sion weitergibt. Das ist das Muster einer Induktion iiber die Definition der
Menge der Theoreme eines Systems.

In einem axiomatischen System kann man Beweise (Ableitungen) aus
Annahmen fiithren. Ein Beweis von B aus Annahmen Ag,..., A, ist eine

(endliche) Folge (C,...,Cy), in der

5 Man beachte: Die primitiven Regeln eines axiomatischen Systems werden in diesem
Buch nie mehr als zwei Pramissen haben. Abgeleitete oder zuléssige Regeln (siehe gleich
die Erkldrung) mogen aber im Prinzip jede endliche Anzahl von Pramissen haben.

6 Die Alternative bestiinde darin, bestimmte Formeln als Axiome (bzw. Regeln) her-
auszugreifen sowie eine Substitutionsregel hinzuzufiigen, die aus dieser Formel alle In-
stanzen des entsprechenden Schemas hervorbringt.
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B1. C, = B, und

B2. jedes C; (0 < i < n) ist entweder (a) ein Axiom, oder (b) eine der
Annahmen, oder (c) eine Konklusion aus vorangehenden Formeln
aufgrund einer der Regeln des Systems.

Wenn es in einem System S einen Beweis von B aus der Menge von Annah-
men Ay, ..., A, gibt, so notieren wir das mit Ay, ..., A, Fs B (und nennen
einen solchen Ausdruck eine Sequenz). Die Relation g C #(FML) x FML
ist die Ableitbarkeitsrelation (oder auch Beweisbarkeitsrelation) fiir S.

BEOBACHTUNG 1. Fine Formel A ist genau dann ein Theorem (eines
Systems S ), wenn es einen Beweis (in S) von A aus der leeren Annahmen-
menge gibt.

BEWEIS. Angenommen A ist ein Theorem. Wir wollen zeigen, dafi §§ - A.
(Induktion iiber die Menge der Theoreme, s. oben.) Wenn A ein Axiom ist,
dann ist (A4) nach B2(a) ein Beweis von A; also § = A. Angenommen, alle
Formeln in X sind ableitbar und A ist Konklusion einer Regel mit Pramissen
X. Dann gibt es fir jede Formel B € X einen Beweis (..., B). Wenn wir
nun alle diese Beweise (in beliebiger Reihenfolge) verketten, erhalten wir
eine Folge, die selbst die Bedingungen B1 und B2 erfiillt. Wenn wir der
Folge schliellich A als terminales Element hinzufiigen, so halten wir damit
die Bedingung B2(c) ein. Also gilt auch in diesem Fall () - A.

Sei umgekehrt () - A. Dann ist nach B2(a,c) und T1-2 jedes Element in
einem Beweis von A ein Theorem, also auch A. .

Statt ) - A schreiben wir ab nun einfacher = A. Nach der Beobach-
tung driicken wir damit aus, da§ A ein Theorem (des gerade betrachteten
Systems) ist. Wenn S ein axiomatisches System ist, dann werden wir die
Notation auch manchmal tiberdehnen und mit S die Menge der Theoreme
des Systems bezeichnen.

Wenn A ein Theorem ist, dann kénnen wir A verwenden, um weitere
Theoreme abzuleiten. Damit ist gemeint: Wenn wir die Bedingung B2 um
die Klausel (d) “oder C; ist ein Theorem” erweitern, dann wird dadurch zwar
die Menge der Ableitungen, nicht aber die der Theoreme gréfler. Denn an
jeder Stelle einer Ableitung im erweiterten Sinne, kénnen wir nach Klausel
(d) eingefiigte Theoreme durch ihre Ableitungen im strengen Sinne ersetzen
und erhalten so eine weitere Ableitung im strengen Sinne. FEine Formel
kann also genau dann im erweiterten Sinne abgeleitet werden, wenn sie im
strengen Sinne abgeleitet werden kann.

Ebenso konnen wir mit Regeln verfahren. Wenn wir gezeigt haben, daf}
X F A, dann kénnen wir gefahrlos nach der Regel X = A schlieffen. Denn
wenn wir die Definition einer Ableitung um die neue Regel erweitern, dann
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werden wir zwar mehr Ableitungen aber nicht mehr Sequenzen erzeugen
konnen als zuvor. Solche Regeln heiflen ableitbare Regeln. Davon zu un-
terscheiden sind zuldssige Regeln. Die Regel X = A ist zuldssig, wenn
unter der Voraussetzung, daf} alle Formeln in X Theoreme sind, auch A ein
Theorem ist. Also

Ag,..., A, = B ist ableitbar: Aq,..., A, F B;
Ag,..., A, = B ist zuldssig:  wenn - Ag,...,F A,, dann F B.

Offensichtlich ist jede ableitbare Regel auch zuldssig. In der klassischen
Logik gilt auch die Umkehrung. In nichtklassischen Logiken ist das je-
doch nicht immer der Fall. Hier mag es vorkommen, dafl wir von A auf B
schlieen konnen, falls A ein Theorem ist, jedoch nicht, falls A eine blofle
Annahme ist. Beispielsweise ist die Menge der Theoreme mancher Rele-
vanzlogiken unter der Regel A,—-AV B = B abgeschlossen, ohne daf die
Sequenz A, - AV B B ableitbar ist. In der intuitionistischen Logik ist z.B.
die Distributionsregel —A — (BV C) = (A — B) — (A — C) zuléssig,
jedoch nicht ableitbar. Auch in bestimmten Erweiterungen der klassischen
Logik ist die Unterscheidung relevant, wie wir in Kap. III.6 sehen werden.

Beweise in einem axiomatischen System stellen wir hier meist nicht ein-
fach als (“horizontale”) Folgen von Formeln dar, sondern als (“vertikale”)
Listen von Formeln, in denen jeder Eintrag fortlaufend nummeriert und
mit einer Anmerkung (Rechtfertigung) versehen ist. Ein Beispiel veran-
schaulicht das. Wir beweisen A — A aus den Axiomen (A) A — (B — A)
und (B) (A - (B —C)) = ((A — B) = (A — (') mit der Regel Modus
Ponens (MP):

(1) A= (A=A —A4)—>
(A= (A= A)—>(A—4) (B

(2) A= ((A—A)— A (A)
B) A= (A= A4)—> (A=A aus (1) und (2) durch MP
4) A= (A=A (A)
(5) A=A aus (3) und (4) durch MP.

Fiir Beweise aus Annahmen bedienen wir uns des sogenannten Lemmon-
Stils (nach dem Lehrbuch Beginning Logic (1965) von E.J. Lemmon). Da-
nach geben wir links neben der Zeilenzahl (n) die Annahmen an, auf denen
die Ableitung der Formel rechts beruht. Dann ist jeder Zeile X (n) A die
Aussage zu entnehmen, dafi in Zeile n die Formel A aus der Annahmenmenge
X abgeleitet wurde, d.h. X F A. Annahmen werden in die Darstellung
durch Zeilen der Form A (n) A eingefithrt. Um Platz zu sparen, zeigen wir
die Annahmen durch die Zahl der Zeile an, in der sie eingefiihrt wurde; also
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n (n) A statt A (n) A. Der folgende, sehr kurze Beweis von A — A illustriert
das

1 (1) A Annahme
(2) A— A aus (1) und dem Deduktionstheorem (s.u.)

Nachdem das Deduktionstheorem im n#chsten Abschnitt gezeigt wurde,
iiberzeuge sich der Leser davon, daf§ der Schlufl im Beweis richtig ist.

2.4 Folgerung: Operationen und Relationen. Theorien. Wir
werden oft Anlafl haben die Menge der Formeln zu betrachten, die aus
einer gegebenen Menge X logisch folgt. Der Abschlufl einer Menge unter
einer Operation ist ein sehr allgemeines Phénomen, welches durch die soge-
nannten Tarski-Bedingungen beschrieben werden kann. Uns interessiert hier
eine solche Operation nur, insoweit sie fiir die Formelmengen einer Sprache
definiert ist. Wir definieren daher Cn als eine Abbildung ©(FML) —
©(FML), welche die folgenden (Tarski-) Bedingungen erfiillt:

Inklusion: X C Cn(X).

Idempotenz:  Cn(Cn(X)) C Cn(X).

Monotonie: Wenn X C Y, dann Cn(X) C Cn(Y).
Erfiillt Cn dariiber hinaus die Bedingung

Endlichkeit Wenn A € Cn(X), dann gibt es eine
endliche Menge X’ C X so, dafl A € Cn(X’),

dann heiit Cn endlich (oder kompakt).

BEOBACHTUNG 2. FEs sei b die Ableitungsrelation eines axiomatischen
Systems. Wenn Cn(X) = {A : X + A}, dann ist Cnr eine endliche
Konsequenzoperation.

BEWEIS. Wir iibersetzen die Tarski-Bedingungen nach der Definition von
Cn - in Eigenschaften von - und priifen dann, ob F diese Eigenschaften hat.
Inklusion und Monotonie werden zu

Reflexivitat: AeX = XF Aund
Monotonie: (XFAund X CY) = YA,

was beides offensichtlich auf - zutrifft. Idempotenz wird zu
Schnitt: YFAudVBeY:X+B) = XFA

Angenommen wir haben einen Beweis ¢ von A aus Y. Die zweite Annahme
erlaubt uns fiir jedes B € Y, welches in § vorkommt, eine Ableitung von
B aus X einzufiigen. Das Resultat ist eine Ableitung von A aus X. Da
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Beweise endliche Folgen sind, kann in ihnen nur auf endlich viele Formeln
einer Annahmenmenge X zugegriffen werden; also folgt auch Endlichkeit:

Endlichkeit Wenn X F A, dann gibt es eine
endliche Menge X’ C X so, dafl X' F A. .

Die Durchsicht des Beweises zeigt, dafl wenn
AeCn(X) gdw X - A,

dann erfiillt Cn die Tarski-Bedingungen genau dann, wenn F die im Beweis
genannten Bedingungen erfiillt. Es folgen einige Beobachtungen iiber Cn,
von denen wir haufiger Gebrauch machen werden und die leicht zu veri-
fizieren sind:

Die bisherigen Uberlegungen waren unabhéngig von der Priisenz bestimm-
ter Junktoren in der Sprache. Zumindest eine Eigenschaft von Cn bzw. F
vis-a-vis der Implikation — sei hier jedoch erwéhnt, da wir ihr in einigen
Kapiteln besondere Aufmerksamkeit schenken werden.

DEDUKTIONSTHEOREM 3. (Herbrand 1930) In jeder Logik mit den Theo-
remen (A) A— (B— A) und B) (A—- (B—-C)) = ((A—B) - (A—
(), sowie Modus Ponens (A,A — B) = B als einziger Ableitungsregel
gilt: Wenn X, A+ B, dann X - A — B.

BEWEIS. Es sei vorab daran erinnert, dafl in jeder Logik mit den Theo-
remen (A) und (B) und Modus Ponens (MP) auch A — A ein Theorem ist
(s. den Beweis oben). Ferner folgt aus - A per Monotonie X F A.

Wenn X, A+ B, dann gibt es einen Beweis 6 = (C1,...,C,) von B aus
X U{A}. Wir zeigen durch vollstédndige Induktion tiber die Lénge n von 4,
daB es einen Beweis von A — B aus X gibt.

Im Basisfall n = 1 ist § = (B) und B ist entweder (a) ein Axiom oder (b) in
XU{A}. Im Fall (a) haben wir X F B. Aus Theorem (A),+ B — (A — B),
folgt per MP, X F A — B. Im Fall (b) ist B € X oder B = A. Der
erste Unterfall ist wie Fall (a). Fiir den zweiten Unterfall haben wir (s.o.)
XFA—A dh XFA—B.
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Wir gehen nun aus von der Induktionsannahme (IA), daf§ die Behauptung
fir alle § bis Lange k — 1 gilt. D.h., fiir alle k: Wenn X, A - C,_1, dann
X F A — Ci_1. Wir nehmen ferner an, dal X, A - Cy (und zeigen, daBl
X FA— Ck). Cy ist entweder (a) ein Axiom, oder (b) in X U {A}, oder
(¢) Konklusion per MP aus vorhergehenden Formeln. Die Félle (a-b) sind
wie im Basisfall. Im Fall (c) gibt es aus X U{A} ableitbare Formeln C; und
C; (i,§ < k) so, daBl C; = C; — Cj. Nach der IA haben wir daher

XFA—=Cjund X F A= (C; — Cy).

Nach Theorem (B) und MP folgt daraus X - A — Cy, wie gewlinscht. =

Man beachte, dal der Beweis in zwei Richtungen empfindlich ist: Er 1a8t
sich so nicht fithren, wenn entweder eines der beiden Theoreme nicht zur
Verfiigung steht, oder wenn neben Modus Ponens weitere Regeln zu bertick-
sichtigen sind.

Unter einer Theorie verstehen wir eine Formelmenge T', die unter einer
Konsequenzoperation Cn abgeschlossen ist; also T'= Cn(T'), oder relational
ausgedriickt: A € T < T F A. In der Regel wird von Theorien die Rede
sein, die unter der Konsequenzoperation einer bestimmten Logik L abge-
schlossen ist, d.h. so, dal die Theorie T genau die Formeln enthélt, die
sich in L aus ihr ableiten lassen. In diesen Féllen sprechen wir von einer
L-Theorie. Fiir die meisten der hier betrachteten Kandidaten fir L wird
der Schnitt zweier L-Theorien selbst eine L-Theorie sein, d.h.

Cn(X) N Cn(Y) = Cn(Cn(X) N Cn(Y)).

Im Zusammenhang mit Strukturen und Modellen wird der Begriff ‘Theorie’
noch in einem etwas anderen Sinne gebraucht werden.

Vom néchsten Lemma werden wir in diesem Buch héufig Gebrauch ma-
chen. Wir méchten sagen, eine Formelmenge sei konsistent, wenn aus ihr
kein Widerspruch abgeleitet werden kann. Diese Bestimmung setzt voraus,
daB eine Ableitbarkeitsrelation gegeben ist, und dafi es in der betrachteten
Sprache eine Formel gibt, die einen Widerspruch ausdriickt. Wir wollen eine
solche Formel hier mit | bezeichnen. Es sei - eine Ableitbarkeitsrelation.
Dann kénnen wir definieren:

X ist (F-) konsistent gdw X t/ L.

X ist (F-) mazimal gdw fiir alle Formeln A gilt:
wenn A ¢ X dann X, A+ L.
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LINDENBAUM-LEMMA 4. Jede konsistente Formelmenge lqfit sich zu
etner maximal konsistenten erweitern.

BEWEIS. Sei X konsistent (unter ). Wir wéhlen eine beliebige Abzéh-
lung der Formelmenge FML einer Sprache und driicken mit Ay, As, A3, ...
aus, da3 A; die erste, As, die zweite usw. Formel unter dieser Abzdhlung
ist. Nun definieren wir eine Folge von Mengen:

Xo=X

X - XnU{Ap1}, falls X, A L
"7 X, anderenfalls

X*=XoUX;UXpU-+ (dh X* = JX,)

X* ist konsistent. Wir zeigen durch Induktion tiber n (> 0), da8 jedes X,
konsistent ist. Fiir n = 0 gilt das per Annahme. Die Induktionsannahme
(IA) sei nun, daB X,, konsistent ist. Wir zeigen, dafl dann auch X, 1
konsistent ist. Nun ist X,,11 entweder X, oder X, U {A,4+1}. Im ersten
Fall folgt die Konsistenz sofort nach der TA. Im zweiten Fall haben wir nach
der Definition X,,, Ap41 1/ L, d.h. X, 41 ist konsistent.

X* ist mazimal. Angenommen, es gibt ein A ¢ X* mit X* At/ 1. Die
Formel A muf} als A;;1 in der Abz&hlung vorkommen. Da 4,11 ¢ X*, so
auch A;11 ¢ X;41 [C X*]. Es folgt aus der Definition, dafl X;, 4,11 F L.
Aber dann auch X* A; + 1+ | — im Widerpruch zu unserer Annahme. =

Maximal konsistente Mengen X sind Theorien, d.h.

Ae X gdw X - A.

Von links nach recht ist das trivial. Fiir die andere Richtung nehme man an,
daB (1) X F Aund (2) A ¢ X. Dann folgt aus (2) aufgrund der Maximalitiit,
daB (3) X, AF L. Aus (1) und (3) folgt nach der Schnitteigenschaft von -,
daBl X F 1L — im Widerspruch zur Konsistenz von X.

In Sprachen mit einer Negation — diirfen wir erwarten, dafl diese Einfiih-
rungsregel gilt:

- Ein X, AF 1 = XF-A

Dann konnen wir zeigen, dafl maximal konsistente Mengen negationsvoll-
standig sind, d.h.
wenn X I/ A, dann X F —A.

Denn wenn X I/ A, dann A ¢ X und weiter X, A F 1, da X maximal ist.
= Ein ergibt dann X F —A.

Diese und weitere Eigenschaften maximal konsistenter Mengen geben die
Schliissel zu den Vollstédndigkeitsresultaten in den folgenden Kapiteln ab.
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2.5 Strukturen und Modelle. Die Sitze einer Sprache sagen nichts
aus, solange sie nicht interpretiert sind. Einen Satz interpretieren heifit,
Bedingungen anzugeben, unter denen er etwas richtig wiedergibt. Ein Satz
gibt etwas richtig wieder, wenn er wahr ist in Bezug auf dieses Etwas. Das
“Etwas” liegt typischerweise auflerhalb der Sprache; es ist das, worauf der
Satz sich in einem sehr allgemeinen Sinne bezieht. Wir nennen es hier eine
Struktur oder auch einen (Bezugs-) Rahmen. ODb ein Satz Aspekte einer
Struktur wahrhaftig wiedergibt, hingt davon ab, wie er auf die Struktur
bezogen wird. Eine Art und Weise, Sétze auf eine Struktur zu beziehen,
nennen wir eine Interpretation. Jede Interpretation der Sétze einer Sprache
in einer Struktur ist ein Modell der Sprache (auf dieser Struktur).

Modelle sollen zwei Bedingungen erfiillen. Jede Interpretation einzelner
Sétze soll zu einer Interpretation aller Satze erweitert werden konnen. Wie
das im einzelnen geschieht, ist meist gleichgiiltig. Wesentlich ist nur, daf}
wir Interpretationen als totale Funktionen von der Menge der Satze einer
Sprache in Strukturelemente auffassen: Eine Interpretation mufl alle Sétze
der Sprache erfassen — auch wenn die meisten davon uns nicht interessieren.
Tarski nennt das die Bedingung der “materialen Addquatheit” (und stellt
fest, dal diese Bedingung unter bestimmten Umsténden nicht konsistent
erfiillt werden kann.)

Zweitens sollen Interpretationen “systematisch” sein. Damit ist zumin-
dest gemeint, daf} es eine endliche Darstellung geben soll, wie jeder Satz der
unendlich vielen Sétze einer Sprache in endlicher Zeit interpretiert, d.h. mit
einer Wahrheitsbedingung versehen werden kann. Es ist offensichtlich, dafl
natiirliche Sprachen diese Bedingung erfiillen, denn anderenfalls wéaren sie
nicht erlernbar. Im Semantik genannten Teil der Aussagenlogik wird diese
Bedingung auf eine bestimmte Weise realisiert: Die Definition einer Inter-
pretation rekapituliert die induktive Definition einer Formel. Im Fall einer
aussagenlogischen Sprache mit Junktorenmenge {—, A} erlaubt die Defini-
tion F1-5 der Formelmenge die folgende Beobachtung:

Jede Formel ist entweder ein Atom, oder eine Negation —A, oder eine
Konjunktion AAB. (Eindeutige Lesbarkeit.)

Aus der Beobachtung folgt, dafl eine Funktion f — also insbesondere eine
Interpretation — fiir den gesamten Bereich der Formeln definiert ist, wenn f
fiir alle Atome und fiir die beiden Félle A und AA B definiert ist (Definition
durch Rekursion iiber den Formelaufbau). Die Beobachtung ist stabil unter
Erweiterungen der Sprache um weitere Junktoren (oder der Wahl anderer
Junktoren), vorausgesetzt diese fiigen sich in eines der Schemata F2-4.7

7 Das ist eine hinreichende Bedingung, die alle Junktoren in diesem Buch erfiillen
werden.
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Die einfachste Struktur, die wir in diesem Buch betrachten werden, ist
eine Boolesche Algebra B = (B, —,M), wobei B eine Menge mit mindestens
zwei Elementen ist, die unter Funktionen — : B — B und M : B2 — B
abgeschlossen ist. Wir schreiben Z fiir —z und 0 fiir x M z. Ein Element
1 € B sei definiert als 0. Die Funktionen — und M stehen unter diesen
Bedingungen:

rMNy=yllx
(zNy)Nz=zMN(yNz)
zMNy=0gdwzNy ==z

Wir wollen zunéchst nur eine bestimmte, zwei-elementige Boolesche Algebra
2= ({av b}v ) ﬂ)

betrachten. Es folgt sogleich, daBa = bund @ = b, und daBa = 0 gdw b = 1.
Wir koénnen also a und b gleich mit 0 und 1 bezeichnen (oder umgekehrt).
Ferner kénnen wir uns davon iiberzeugen, daf in 2 gilt:

—r=1lgdwz=0
rMNy=lgdwaer=1=y

— was natiirlich an vertraute Wahrheitstafeln erinnern sollte. Eine Funktion
I interpretiert eine Sprache mit Atomen Py, Py, ... und Junktoren — und A
in 2, falls

B1. VP e ATM: I(P) € {0,1}, und
B2. I(-)=— und I(A)=T1.

Nach der oben erwédhnten Beobachtung, gewéhrleisten B1-2 die Interpre-
tation aller Formeln. Man beachte, dal B2 den Wert (die Bedeutung) der
Zeichen — und A fiir jede Interpretation festlegt, wiahrend B1 die Inter-
pretationen nur unter eine Bedingung stellt, die auf verschiedene Weise
erfiillt werden kann. Beispielsweise erlaubt B1 sowohl I(P) = 1 als auch
I'(Py) = 0. Beide Funktionen sind gute Interpretationen in 2, vorausgesetzt
B2 wird beachtet, d.h. I(—Py) = 0 als auch I'(=Fy) = 1 usw. fiir alle wei-
teren Zusammensetzungen von Fy. In diesem Sinne ist die Interpretation
der Zeichen Py, P, ... variabel, wihrend die von — und A konstant ist. (Man
sagt auch: Die einen Zeichen seien die “Variablen” der Sprache, die anderen
die “logischen Konstanten”.)

Anmerkung. In den folgenden Kapiteln werden wir dem Usus folgen,
die (variable) Interpretation der Atome von der (konstanten) Interpreta-
tion der Junktoren deutlich zu trennen. Eine Funktion I wird nur den
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Atomen Wahrheitswerte zuweisen — mal in der einen, mal in der anderen
Weise. Auf der Basis einer solchen Interpretation I der Atome wird dann
eine Erfillungsrelation (auch “Wahrmacherrelation” genannt) |= iiber den
Formelaufbau definiert. Diese Definition ist fiir alle Modelle gleich und
beginnt mit der Festsetzung (VP € ATM), dal = P gdw I(P) = 1, bzw.
mit einer Variation iiber diese Aquivalenz, je nach der Komplexitit der
betrachteten Strukturen.

Wenn I die Bedingungen B1-2 erfiillt, dann ist M = ({0,1},—,1,I) ein
Modell einer Sprache vom gerade betrachteten Typ auf der Struktur 2. Wir
wollen einen Satz A wahr in diesem Modell M nennen (Notation: M = A),
falls A unter der Interpretation des Modells den Wert 1 erhédlt. Wahrheit
in einem Modell ist konkrete Wahrheit: Sie héngt ab von der Wahl einer
konkreten Struktur und einer konkreten Interpretation. Logische Wahrheit
abstrahiert von solchen Wahlen. Wir wollen nur Arten von Strukturen be-
trachten, und von den Zufalligkeiten einzelner Interpretationen sehen wir
ab, indem wir nur die Interpretation der Junktoren festhalten und alles an-
dere variieren. Wenn wir diese beiden Bedingungen einhalten, dann haben
wir die Logik dieser Junktoren — die Menge der sie betreffenden logischen
Wahrheiten — in einer (hoffentlich) geniigend weiten Klasse von Strukturen
angegeben.

In einem ersten Schritt abstrahieren wir daher von den Zufélligkeiten
einzelner Modelle (d.h. deren Interpretationsfunktion) und definieren Wahr-
heit in der Struktur 2, gleichgiiltig wie wir die Satze in dieser bestimmten
Struktur interpretieren:

1. A ist wahr in 2 (Notation: 2 = A) gdw VM (auf 2): M = A.

Nun ist 2 eine Struktur mit einer bestimmten Grundmenge (bestehend aus
zwei konkreten Elementen). Auf die Wahl einer solchen Grundmenge soll es
aber nicht ankommen. Also betrachten wir als néchstes die Menge Bo aller
zwei-elementigen Booleschen Algebren. Dann ist

2. A wahr in By (Notation: By = A) gdw VB € By: B = A.

SchlieBlich kénnten wir noch einen Schritt weiter gehen und auch von der
Machtigkeit der Grundmenge absehen und Wahrheit in der Klasse B aller
Boole’schen Algebren betrachten wollen:

3. Aist wahr in B gdw VB € B: B = A.

In welchem dieser drei Schritte haben wir nun einen plausiblen Kandidaten
fiir logische Wahrheit erreicht? Es stellt sich heraus, daf} in diesem Fall (im
Falle anderer Strukturen jedoch nicht) die Wahrheitsbegriffe in allen drei



2. GRUNDLAGEN 21

Schritten koinzidieren so, dafl der erste Abstraktionsschritt schon ausreicht.
Danach ist eine Formel logisch wahr, wenn sie unter allen Interpretationen
in der Booleschen 2-Elemente-Struktur wahr ist. Die Elemente — wie immer
sie konkret aussehen mogen — konnen wir uns einfach als Reprisentanten
der beiden Wahrheitswerte Wahr (1) und Falsch (0) vorstellen.

Wir haben dieses Beispiel etwas eingehender behandelt, weil es in ein-
facher Weise die zentralen Begriffe einer Struktur, einer Interpretation und
eines Modells einfiihrt. Die Strukturen, die in diesem Buch die Hauptrolle
spielen, werden jedoch keine algebraischen, sondern Mengenstrukturen sein.
Das sind Strukturen (W, R;, Ro,...) mit einer Trigermenge W und einer
Reihe von Relationen (manchmal auch Funktionen) auf W. Die Elemente
in W werden zuweilen “Welten” genannt; in der Zeitlogik werden sie als
Zeitpunkte interpretiert. Die neutralen Bezeichnungen Punkte oder In-
dizes passen in jedem Fall. Thre Hauptaufgabe ist es, die Interpretation
von Formeln zu relativieren. Eine Interpretation auf einer solchen Struktur
verteilt Wahrheitswerte {iber die Formeln immer nur relativ zu Indizes. Wie
das im Detail geschieht, wird in den einzelnen Kapiteln erklart.

Unabhéngig von der Natur der Strukturen, konnen wir hier einige Begriffe
einfiithren, die in vier der folgenden Kapitel eine wichtige Rolle spielen wer-
den. Diese Begriffe fassen bestimmte Beziehungen zwischen den Formeln
einer gegebenen Sprache und Strukturen bestimmter Art zusammen.

Th(S) = {A: S | A} nennen wir die Theorie der Strukturklasse S, d.h.
die Menge der in S wahren Satze der betrachteten Sprache. 3

Rm(X)={S:S E A, VA € X} nennen wir die Klasse der Strukturen fir
die Formelmenge X, d.h. die Klasse aller Strukturen, welche die Satze in
X wahr machen.

X ist richtig beztiglich S: X C Th(X).

X ist vollstdndig beziiglich S: Th(S) C X.

X definiert die Strukturklasse S: Rm(X) = S.

Sei A ein Formelschema und (Bed) eine Bedingung auf einer Struktur-
klasse S. Wir notieren mit Bed(S) die Strukturen in S, welche die Bedin-
gung erfiillen. Dann korrespondiert A mit (Bed) gdw Rm(A) = Bed(S)
(“Das Schema definiert die Bedingung”).

Die Richtigkeit und Vollstdndigkeit der klassischen Aussagenlogik KL in
Bezug auf die Booleschen Algebren, die wir oben betrachtet haben, kénnen

8 Dieser Gebrauch des Wortes “Theorie” ist unabhiingig von der oben eingefiihrten Rede
von Theorien als unter Konsequenz abgeschlossenen Mengen. Durch die Einfiihrung einer
geeigneten Abschlufloperation kann in bestimmten Féllen eine Briicke hergestellt werden.
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wir dann beispielsweise so festhalten:
Th(2) = Th(B2) = Th(B) = KL.

2.6 Wahrscheinlichkeit. Grundwissen iiber den Begriff der Wahrschein-
lichkeit gehort ebenso zum Handwerkszeug des Philosophen wie Mengen-
theorie. Da wir davon aber nur im Kapitel IV (iiber Konditionale) Ge-
brauch machen werden, werden die nétigen Grundlagen dort (im Abschnitt
7) bereitgestellt.

3. Notation

Wir benutzen gebrauchliche Abkiirzungen — wie “gdw” (genau dann wenn),
“LR” bzw. “RL” (von links nach rechts bzw. umgekehrt), “zz” (zu zeigen,
in einem Beweis), “IA” (Induktionsannahme), “a” (Beweisende), und einige
weitere —, die dem Leser keine Rétsel aufgeben sollten.

Technische Notation wird bewufit zuriickhaltend eingefithrt, d.h. nur
dort, wo sie dem Verstédndnis dient und nur mit der Genauigkeit, die der
jeweilige Kontext erfordert. Relativierende Beziige, angezeigt durch In-
dizes, lassen wir immer dort weg, wo der Bezug im Kontext uniibersehbar
ist. In jedem Fall wird auf solche Vereinfachungen hingewiesen. Es folgen
stichwortartige Erlauterungen, etwa in der Reihenfolge der Einfithrung der
Notation.

Sprachen

werden mit £ bezeichnet, manchmal zur Unterscheidung mit Sub- oder
Superskript. ATM, LIT, OPR, FML sind die Mengen der atomaren Formeln,
der Literale (Atome oder deren Negationen), der Operatoren (Junktoren),
und der Formeln einer gegebenen Sprache.

P.Q,R,... atomare Formeln

A, B,C,... Formeln

XY Z, .. Mengen von Formeln

tf(A) Menge der Teilformeln von A
Logiken

werden immer durch Fettbuchstaben bezeichnet. Logiken werden hier
meist axiomatisch definiert und bezeichnen dann in engerer Verwendung
das jeweilige axiomatische System, in weiterer Verwendung jedoch auch die
Menge der Theoreme eines solchen Systems.
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l_

KL

PL

IL

JL
L+S,LS

Theorem bzw. Ableitbarkeitsrelation (in einer Logik)
klassische Aussagenlogik

klassische Pradikatenlogik

intuitionistische Aussagenlogik

Johanssons Minimalkalkiil

Erweiterung von L um Schema S

Kapitel II (Zeitlogik)

In diesem, wie auch in den folgenden Kapiteln stehen kalligraphische
Buchstaben R, S, M, ... fiir Strukturen/Rahmen bzw. Modelle; Mengen von
Strukturen bzw. Modellen werden durch doppelt gestrichene Buchstaben
R,S,M, ... bezeichnet. Die Relation = nimmt je nach Kontext eine beson-
dere Bedeutung an, die letztlich immer auf der grundlegenden Bedeutung
von a =\ A fuBt: der Punkt a macht im Modell M die Formel A wahr.

Menge von Zeitpunkten

Zeitpunkte

Relationen zwischen Zeitpunkten
irgendwann in der Vergangenheit
irgendwann in der Zukunft

immer in der Vergangenheit

immer in der Zukunft

disjunkte Vereinigung zweier Strukturen
Dual der Formel A

Spiegelbild der Formel A

Seit-Operator

Bis-Operator

Jetzt-Operator

wahr an a bzgl. b

minimale Zeitlogik (mit F)

minimale Zeitlogik (mit F und P)
minimale Zeitlogik mit Spiegelung
“richtige” Zeitlogik

geschichtliche Notwendigkeit/Moglichkeit

Kapitel III (Modallogik)

Hier werden einige Gegenstiande aus der Zeilogik teilweise in gednderter
Bezeichnung erneut eingefithrt. Statt von Strukturen (7', <) sprechen wir
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z.B. jetzt vorzugsweise von Rahmen (W, R), mit gednderter Bezeichnung
der Grundmenge und der Zugangsrelation.

w Menge von Punkten (“Welten”)
a,b,...,x,y,...Punkte

R Zugangsrelation zwischen Punkten
[A] Menge aller A-Welten (Proposition)
g, Notwendigkeit /Mdoglichkeit

—» strikte Implikation

o Vertraglichkeit

Th(R) Theorie der Rahmenklasse R

Mod(R) Modelle auf Rahmen R

M kanonisches Modell fiir Logik L
=Y lokale/globale Folgerung

Rm(X) Rahmen fiir Formelmenge X

Bed(K) Kripke-Rahmen unter Bedingung (Bed)
M aus Punkt a erzeugtes Teilmodell

® disjunkte Vereinigung zweier Rahmen
Bew Beweisbarkeitspradikat

rAT Godelzahl von A

G,L.H Fixpunktformeln

[a) 4 Aquivalenzklasse von a bzgl. der Teilformeln von A
My Filtrat von M fiir A

(W, f) funktionaler Rahmen

(W,N) Nachbarschaftsrahmen

Fiir Modallogiken folgen wir weitgehend der Benennungskonvention von
Chellas [53] (s. dazu die Anmerkung in Kapitel 3, Abschn. 4).

K kleinste normale Modallogik

KT =T

KT4 =S4

KT5 =S5

KD = SDL, Standardsystem der deontischen Logik
KW = GL (Beweisbarkeitslogik)

PA formalisierte Arithmetik (mit Induktion)

E kleinste kongruente Modallogik

Kapitel IV (Konditionale)

. konjunktivisches “ware”-Konditional
> konjunktivisches “kénnte”-Konditional
Rpap, Rx Zugangsrelation (fiir O und >)



3. NOTATION 25

S
G,
S’ S/’ S//
min,

Ha

—

p

Pp

p

Ps

Fp

>

CK

Vv

VW
vVC

VCS
AL

Sphérenfunktion

Spharenmenge zentriert auf a

Sphéaren

minimale Sphére (in &,)

minimaler Schnitt (in &,)

indikativisches Konditional

Wahrscheinlichkeit

bedingte Wahrscheinlichkeit
Unwahrscheinlichkeit (Ungewifheit)

bedingte Unwahrscheinlichkeit
Wabhrscheinlichkeitsfolgerung

Ableitbarkeit in Adams’ System

kleinste normale Konditionallogik

CK + unkontroverse Postulate

V mit schwacher Zentrierung

V mit starker Zentrierung (Lewis-Logik)

VC mit Ausgeschlossenem Dritten (Stalnaker-Logik)
Adams’ System fiir indikativische Konditionale

Kapitel V (Parakonsistente Logik)

FDs
—d
AO

ATL
Des
Co,...,C.,
D5
D5¢
L3
LP
LP™
RM3

diskussive Folgerung (Jaskowski)
diskussive Implikation
Konsistenzoperator (da Costa)
n-fache (n > 1) Iteration von °
Menge designierter Werte

da Costa-Systeme (Cy = KL)
= J, diskussive Logik

= Dy, diskussive Logik mit —4
Kleene-Logik

Logik der Paradoxie (Priest)
LP mit Implikation
dreiwertige Mingle-Logik

Kapitel VI (Relevanzlogik)

H_

(W)
(W,0, R)
a<b
RQ

1. Sequenzenzeichen in DML (“first degree entailment”)
2. Sequenzenzeichen in der Biindellogik

Routley-Rahmen mit Routley-Stern *

A-Rahmen, mit 0 € W und dreistelliger Zugangsrelation R
Abkiirzung fiir ROab

aus R definierte vierstellige Relation
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B- bzw. C-Rahmen (Routley-Meyer-Rahmen)
relevante Konjunktion (Fusion)

relevante Disjunktion (Fission)

extensionale Biindelung (von Pramissen)
intensionale Biindelung

DeMorgan-Logik

Priests vierwertige Logik mit nichtnormalen Welten
implikatives Fragment von N4

Logik der A-Rahmen

Logik der B-Rahmen (im {—, —}-Fragment)
Logik der C-Rahmen

relevante kontraktionsfreie Implikationslogik
kontraktionsfreie Implikationslogik
Grundsystem der Biindellogik
Standardsystem der Relevanzlogik
Mingle-Logik

Kapitel VII (Anfechtbares Schliefen)

l_K, CHK

materiales Folgern (unter Annahmen K)

beliebige Erweiterung der Relation F in K'L

vorsichtiges materiales Folgern (mit Defaults K)

Menge der maximal mit X konistenten Teilmengen von K
Auswahlfunktion fiir K

Praferenzrelation fiir K

Pramissenwahl nach Closed World Assumption

materiale Folgerung in préaferenziellen Modellen
materiales Folgern (unter Regeln R)

Materialisierung der Regeln R

vorsichtiges materiales Folgern mit Default-Regeln
maximale Teilmengen der Regeln R, unter denen

X konsistent abgeschlossen werden kann

Default-Regel mit

Antezedens A, Bedingungen B und Konklusion C'
Default-Theorie mit Defaults D und Annahmen X
Wohlordnung von Defaults

auf X anwendbare Defaults in D

Erweiterungen von X durch Anwendung von Defaults in D
Folgern aus Defaults D
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Kapitel VIII (Belief Revision)

K+ A Expansion von K mit A

K-A Kontraktion von K um A

KxA Revision von K mit A

<& ernsthafte Moglichkeit

. Ramsey-Konditional

K1A Restefamilie

SK Auswahlfunktion fir X

<k Praferenzrelation fiir K

K/A minimale A-implizierende Teilmengen von K
< relative Sicherheit

=<(K) epistemische Verankerung (in K)

K Sphéarenmenge um K
S,s’,S" Sphéren

S /M Sphéiren um K, die M schneiden
(0% durch Revision von K erzeugtes Folgern
Pt parakonsistentes Folgern

4. Literaturhinweise

Fiir Philosophen gibt es ein grofies Angebot an Einfiihrungen und Uber-
sichten (Companions und Guides), die tiber die elementare Darstellung der
Aussagen- und Pradikatenlogik hinausgehen und sich in den Bereich der
Philosophische Logik wagen. Zudem ist die Stanford Encyclopedia of Philo-
sophy eine beinahe immer zuverlédssige und bequem, d.h. online erreichbare
Quelle. Es folgen einige Hinweise auf themeniibergreifende Darstellungen,
die besonders empfohlen werden kénnen.

- J. van Benthem, Modal Logics for Open Minds [30]. Ein engagiert geschrie-
benes Buch, das auch neuere Entwicklungen beschreibt, wenn auch manch-
mal nur skizzenhaft. Fordert das Denken in Strukturen.

- P. Blackburn, Modal Logic [31]. Modernes, anspruchsvolles Lehrbuch.

- J.P. Burgess, Philosophical Logic [43]. Eine Einfiihrung in eine inter-
essante Themenauswahl. Bestechend fliissig zu lesen und dabei doch
prazise.

- B.F. Chellas, Modal Logic [53]. Stellt die Modallogik recht zugénglich
und vollstandig bis etwa zum Ende der 70er Jahre dar.

- U. Friedrichsdorf, Einfihrung in die klassische und intensionale Logik
[81]. Eine leider oft iibersehene aber sehr empfehlenswerte Einfiithrung.
Sehr genau und umfassend.
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D.M. Gabbay & F. Guenthner, Handbook of Philosophical Logic [93]. In
beiden Auflagen eine so gut wie vollstdndige Bestandsaufnahme zum je-
weiligen Zeitpunkt. Beitrage von den jeweils besten Kennern ihres Ge-
biets. Man beachte, dafl Handbuchartikel meist Resultate nennen, ohne
die jeweiligen Beweise vorzustellen.

D.M. Gabbay, C.J. Hogger & J.A. Robinson, Handbook of Logic in Arti-
ficial Intelligence and Logic Programming [94]. Philosophische Logik aus
der Perspektive der Informatik.

R. Goldblatt, Logics of Time and Computation [113]. Eine kurze und

dabei erstaunlich umfassende Einfithrung in die Modallogik, einschliellich
Dynamischer Logik.

L. Humberstone, The Connectives [143]. Ein schier unerschopflicher Fun-
dus fiir ein weites Spektrum von Themen. Prézise und elegant.

L. Humberstone, Philosophical Applications of Modal Logic [144]. Ditto.
D. Jacquette, A Companion to Philosophical Logic [152]. Eine Samm-
lung von Beitrégen, die eine sehr breite Sicht auf Philosophische Logik
insbesondere an der Schnittstelle zur Sprachphilosophie bietet.

G. Priest, An Introduction to Non-Classical Logic [227]. Einfiihrung in
die Logik mit einem engagierten Blick auf Alternativen zur klassischen

Logik. Der Autor bevorzugt konsequent Baumkalkiile (Tableaux). (Auf
Deutsch erhéltlich.)

S.L. Read, Thinking About Logic [241]. Eine Einfiilhrung mit wenig for-
malem Aufwand sowohl in die Philosophie der Logik als auch in die
Philosophische Logik. (Auf Deutsch erhéltlich.)



IT.

ZEITLOGIK

Time present and time past
Are both perhaps present in time future
And time future contained in time past.

T.5. Eliot

1. Sein und Zeit

Von Augustinus stammt eine oft zitierte Bemerkung zu der Frage “Was ist
die Zeit?” (Confessiones, XI 14):

Wenn mich niemand dariiber fragt, so weif ich es; wenn ich es aber
jemandem auf seine Frage erklaren mochte, so weifl ich es nicht.

Eine ahnliche Beobachtung kénnte man machen, wenn man danach fragt,
was der Raum oder Ezxistenz oder Identitdat sei. Das sind Begriffe, mit denen
wir vollig vertraut umgehen. Wir wissen Vieles iiber Raum, Existenz und
Identitét, z.B., dal Deutschland 6stlich von England liegt, dafl es keinen
zweiten Erdmond gibt, oder dafl der Abendstern identisch mit dem Mor-
genstern ist. Jedoch was das ist, von dem wir so vieles wissen: das wissen
wir nicht — jedenfalls nicht ohne eine gehdrige theoretische Anstrengung.
Aus der Not kdénnen wir versuchen, eine Tugend zu machen. Wir kénnen
versuchen, all das, was wir sicher iiber die Zeit wissen in einer Liste zusam-
mentragen: zum Beispiel, daf} alles Zukiinftige einmal vergangen sein wird
und alles Vergangene einmal zukiinftig war, oder daf} alles was in der Zukunft
eines zukiinftigen Zeitpunktes liegt, selbst zukiinftig ist, u.s.w.. Je vollstan-
diger diese Liste ausfiele, umso genauer wiirde sie festhalten, was Vergan-
genheit und Zukunft an sich ist, d.h. unabhingig davon, was in der Ver-
gangenheit geschehen ist und in der Zukunft geschehen wird. Wenn wir
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so wiiiten, was Vergangenheit bzw. Zukunft an sich ist, dann wéren wir
der Beantwortung von Augustinus’ Frage offenbar schon ein gutes Stiick
néher gekommen. Vielleicht gibt es iber “die Zeit” (an sich) gar nicht mehr
zu wissen, als die ganz allgemeinen Eigenschaften von Vergangenheit und
Zukunft. Genauer gesagt: Vielleicht ist die Rede von “der Zeit” nur eine
irrefithrende Reifizierung, abgeleitet von einer Klassifizierung von Ereignis-
sen als vergangen und zukiinftig. Wenn das so ist, dann stellt Augustinus
tatsachlich eine logische Frage: Wie 1afit sich das Verhaltnis von Vergan-
genheit und Zukunft (und vielleicht noch anderer zeitlicher Bestimmungen)
ganz allgemein beschreiben? Es ist diese Frage jedenfalls, die sich die Zeit-
logik stellt.

Man betrachte das folgende Beispielargument (aus [43, S. 13]):

(1) Publius und Quintus werden ihre Stimmen abgeben, jedoch nicht gleich-
zeitig.
Also:

(2) Entweder stimmt erst Publius und dann Quintus ab oder es stimmt
erst Quintus und dann Publius ab.

Offensichtlich ist das ein guter Schlufl. Es ist jedoch keiner, der sich in der
klassischen Aussagenlogik wiedergeben 1&83t. Woran liegt das?
Schauen wir uns einen Teilsatz der Konklusion an:

(3) Publius stimmt ab (P) und dann stimmt Quintus ab (Q).

Koénnen wir und-dann als eine Wahrheitsfunktion auffassen? Dann wiére
die einfache Konjunktion P A @ fiir die Wahrheit von P und dann @ sicher
notwendig aber moglicherweise nicht hinreichend. D.h. wir betrachten die
Hypothese, dal P und dann @ soviel bedeutet wie (P A Q) A C, wobei C
eine Bedingung darstellt, die wir hier nicht ndher untersuchen miissen.

Angenommen nun, (3), d.h. (PAQ)AC ist wahr. Dann ist P A Q und
also P+ @ wahr. Also ist (P A Q) A C aquivalent zu (Q A Q) A C. Aber
das bedeutet, dal wenn P und-dann () wahr ist, dann ist auch @ und-dann
@ wahr, d.h. Quintus stimmt zweimal ab — was wir als falsch unterstellen
diirfen.

Das Ergebnis unserer Uberlegung kénnen wir so zusammenfassen: (2) ist
in der klassischen Aussagenlogik nicht formalisierbar. Gleiches gilt fir (1).
Die klassische Aussagenlogik ist eine Logik des Seins: Wahrheit an einem
Punkt, oder zeitlose Wahrheit. Wahrheit in der Zeit, d.h. den Wechsel
von Wahrheitswerten iiber einen Raum von Zeitpunkten, kann sie nicht
modellieren.
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2. Zeit in der klassischen Pradikatenenlogik

In (1) und (2) kommen in keinem offensichtlichen Sinne Quantoren vor. So
fallen diese Satze nicht offensichtlich in den Modellierungsbereich dessen,
was wir uns typischerweise unter Pradikatenlogik (PL) vorstellen. Aber
man betrachte zum Vergleich den folgenden Satz:

(5) Deutschland liegt in Europa.

Auch in diesem Satz kommen — auf den ersten Blick — keine Quantoren vor.
Seine Formalisierung in der PL ist dennoch naheliegend:

(6) Liegt-in(Deutschland, Europa).

Hier setzen wir voraus, dal wir in der Sprache ein zweistelliges Pradikat,
Liegt-in, zur Verfiigung haben. Nun konnte es sein, dafl wir Lander als
Mengen von geographischen Punkten und (6) als die Behauptung einer Men-
geninklusion auffassen wollen. D.h. (6) ist dann einfach nur kurz fiir

(7) Vz(x € Deutschland — = € Europa).

So betrachtet, enthélt (5) eine versteckte Quantifikation. Koénnen wir mit
(1) und (2) &hnlich verfahren und somit das Argument in der klassischen
PL rekonstruieren? — Ja, das konnen wir.

Es seien x, y Variablen tiber Zeitpunkte. Mit xy wollen wir den Zeitpunkt
bezeichnen, zu dem eine Formel auf ihre Wahrheit gepriift wird. Der Aus-
druck z < y bedeute, dafl y in der Zukunft von x liegt; wir wollen das im
strikten Sinne verstehen, so da§ < nicht reflexiv ist. Py (Qy) bedeute, dafl
Publius (Quintus) zum Zeitpunkt y abstimmt. Dann iibersetzen wir wie
folgt.

(1) Publius und Quintus werden ihre Stimmen abgeben, jedoch nicht gleich-
zeitig.
(1) Fz(xo < x A Px) A3z(xo < A Q) A —Jz(Pz A Q).

(2) Entweder stimmt erst Publius und dann Quintus ab oder es stimmt
erst Quintus und dann Publius ab.

(2") Fz(xo <z APzxAJy(z < yAQy))VIz(xy < xzAQxATJy(x < yA Py)).

Ein Modell M = (T, <,I) fiir eine Sprache mit den gerade verwendeten
Ausdriicken séhe so aus:

— Eine nichtleere Menge T' (Zeitpunkte, mit ausgezeichnetem Punkt 0);
— eine Relation < C T x T (zeitliche Abfolge);

eine Interpretation I so, da§ I(P) C T, I(Q) C T, und I(<) =<.

— Alles Weitere wie iiblich in der klassischen PL.
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Nun folgt (2') aus (1’) genau dann, wenn jedes Modell, das (1') erfiillt auch
(2') erfiillt. Das ist aber nicht der Fall, wie das folgende Modell mit drei
Punkten 0, a, b zeigt:
ea P
/
Oe
h
b ()

Das Modell erfiillt (1) jedoch nicht (2'): Publius und Quintus geben in der
Zukunft zu verschiedenen Zeitpunkten, a und b, ihre Stimmen ab. Jedoch
liegt keiner dieser beiden Punkten jeweils in der Zukunft des anderen.

Als eine Darstellung der Zeit, ist dieses Modell natiirlich tiberraschend.
Es kommt dadurch zustanden, dafl wir “vergessen” haben eine wichtige Be-
dingung zu erwahnen. Die Zeitpunkte stellen wir uns als linear miteinander
verbunden vor, d.h. in Form einer Kette:

(Lin) a<bodera=boderb=<a

Wenn wir nur solche Modelle betrachten, in denen die Zeitpunkte als Kette
angeordnet sind, folgt dann (2') aus (1')? — Ja:

Angenommen (1’) ist wahr am Punkt 0. Dann gibt es Punkte ¢ und b
mit 0 < a, 0 < bund a # b sowie a : P und b : Q. Da a # b, so folgt
aufgrund der Bedingung , dafl entweder a < b oder b < a. Im ersten Fall
ist das erste Disjunkt von (2') wahr, im zweiten Fall das zweite Disjunkt.

Wenn wir die Modelle so allgemein beschreiben, wie wir das zunéachst
getan haben, d.h. ohne die Kettenbedingung (Lin), dann ist der Schlufl
von (1) auf (2) nicht giiltig; denn wir werden Modelle finden, in denen (1)
wahr und (2) falsch ist. In jeder durch die Bedingung (Lin) eingeschréankten
Klasse von Modellen, ist der Schlufl jedoch giiltig. Denn die Hinzunahme
von (Lin) als Pramisse hat den Effekt, dafl wir jetzt nur noch lineare Mo-
delle der Zeit betrachten. In solchen Modellen folgt (2) aus (1). Damit
haben wir eines der Kernthemen der Zeitlogik an einem Beispiel skizziert:
Wir wollen herausfinden, welche Arten von Zeitstrukturen (7', <) welche
Folgerungen stiitzen, und umgekehrt, welche Folgerungen welche Zeitstruk-
turen erfordern.
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3. Autonome Zeitlogik

Wir haben gesehen, dafl die Pradikatenlogik durchaus geeignet ist, Zeit-
strukturen zu beschreiben. Was (zeit)logisch aus Behauptungen iiber Zeit
folgt, 148t sich im Prinzip im Rahmen der PL behandeln. Ist Zeitlogik also
eine Abteilung der PL?

Im Prinzip kann man die Zeitlogik so betreiben. In PL-Sprachen kann
man sogar mehr iiber Zeit sagen als in den aussagenlogischen Sprachen,
die wir gleich betrachten werden. Dennoch gibt es Griinde, auch einen
anderen, aussagenlogischen Ansatz zu verfolgen und diesen in der Regel
sogar vorzuziehen:

- Insofern Formalisierung immer ein Mittel zu einem Zweck ist, sollte man
keine Mittel wahlen, die iiber den Zweck deutlich hinausgehen. Was uns
an der Logik der Zeit interessiert, konnen wir, wie wir sehen werden,
mit Mitteln beschreiben, die deutlich unterhalb der Komplexitéat von PL-
Sprachen liegen.

- PL-Sprachen sind zwar sehr ausdrucksstark; das macht sie aber zugleich
fragil. Wichtige logische Eigenschaften von formalen Systemen in ein-
facherer Sprache brechen zusammen, wenn die Sprache zur vollen PL
angereichert wird. Insbesondere konnen wir von Zeitlogiken typischer-
weise zeigen, daf} sie entscheidbar sind. Das gilt fiir PL bekanntlich nicht.
So bilden Zeitlogiken in einer einfachen, aussagenlogischen Sprache ent-
scheidbare Fragmente der PL ab.

- Typische Sprecher wollen mit dem Satz “Deutschland liegt in Europa”
nicht etwas iiber das Verhaltnis zweier Mengen aussagen. Ebensowenig
geben (1’) und (2’) in irgendeinem naheliegenden Sinne die Struktur der
Sétze (1) und (2) wieder. Wenn wir wissen mochten, wie Zeitsprache
im Deutschen — einschliefSlich “Philosophischem Deutsch” — funktioniert,
sind die Paraphrasen (1') und (2') dazu wenig geeignet.

Die Grundidee des autonomen Ansatzes beruht auf der Beobachtung, dafl
die Kopula in natiirlichen Sprachen temporal ist (Présens “ist”, Perfekt
“war”, Futur “wird sein”, etc.).! Dabei kann ein grammatischer Tempus-
Modus durchaus verschiedene Bedeutungen haben. So bezeichnet im Deut-
schen die Kopula “ist” im Présens manchmal Gegenwartspréadikation (“Jetzt
ist Schluf”) und manchmal atemporale Pradikation (“Schnee ist weify”).

Im autonomen Ansatz wird nun das Tempus der Pradikation als Satz-
operator herausgehoben und zum Gegenstand der logischen Untersuchung

1 Die Kopula kann natiirlich auch in einem nicht-temporalen Sinne modal sein. Einige
dieser weiteren Modi des “Seins” werden uns spater beschéftigen.
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gemacht. Die folgende Liste enthélt die in diesem Sinne naheliegendsten
Zeitoperatoren:

PA in der Vergangenheit irgendwann: A
FA in der Zukunft irgendwann: A

HA in der Vergangenheit immer: A

GA in der Zukunft immer: A

Zunachst interessiert uns hier nur der Zukunftoperator F. Er funktioniert
wie folgt. Die Wahrheit von Aussagen soll grundsétzlich an Zeitpunkten
gepriift werden. Wenn ¢ ein solcher Zeitpunkt ist, dann besagt FA, dafl
A zu einem Zeitpunkt in der Zukunft von ¢ wahr ist. Wenn wir so nach
der Wahrheit von “Publius wird abstimmen” fragen, dann kénnen wir das
nur unter Bezugnahme auf einen Ausgangszeitpunkt ¢ tun: Wir fragen, ob
“Publius stimmt ab” wahr ist an einem Punkt in der Zukunft von ¢, d.h. wir
fragen zum Zeitpunkt ¢, ob “F(Publius stimmt ab)” wahr ist. Der Operator
F ist also wie ein Zeittransporter, der immer in eine Richtung fahrt:

— Wir befinden uns an einem Zeitpunkt .

— FA zum Zeitpunkt ¢ behauptet, dafl wir in der “Zukunftsrichtung” auf
einen Zeitpunkt ¢’ treffen, an dem A wahr ist.

— Wenn jetzt A (in FA) wiederum von der Form FB sein sollte (oder auf eine
solche Formel fiihrt, wie im Fall (2*) unten), dann fahren wir vom Punkt
t' weiter in derselben Richtung fort auf der Suche nach einem Punkt ¢”
an dem B wahr ist, u.s.w.

Allein mit Hilfe des F-Operators konnen wir so (1) und (2) in unserem
Beispielargument durch die Formeln (1*) und (2*) wiedergeben:

(1) Publius und Quintus werden ihre Stimmen abgeben, jedoch nicht
gleichzeitig.

(2) Entweder stimmt erst Publius und dann Quintus ab oder es stimmt
erst Quintus und dann Publius ab.

(I*) FPAFQ N =F(P A Q).

(2%) F(PAFQ) V F(Q AFP).

Wenn der Ubergang von (1) nach (2) ein guter SchluB ist, dann miissen
wir uns jetzt um eine Interpretation des F-Operators bemiihen so, daf} sich

der Ubergang von (1*¥) zu (2*) als giiltiger SchluB darstellt. Im nichsten
Abschnitt machen wir dazu einen Anfang.
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4. Kripke-Modelle (fiir £F)

Es sei £ eine Sprache der klassischen Aussagenlogik, d.h. die Formel-
menge von L ist der Abschlufl einer Menge ATM von atomaren Formeln
(Atomen) unter einer funktional vollstdndigen Menge von Wahrheitsfunk-
tionen; wir wéhlen hier {—, A}. £F sei die Erweiterung dieser Sprache um
den F-Operator. Mit FML wollen wir jetzt die Menge der Formeln von cF
bezeichnen. (Spéter werden wir weitere Zeitoperatoren betrachten. Dann
wird mit FML die Formelmenge der erweiterten Sprache gemeint sein. Im
jeweiligen Kontext wird immer klar sein, welche Menge mit FML gemeint
ist.) Die Menge FML sei also durch diese Bedingungen bestimmt:

1. ATM C FML;
2. wenn A, B € FML, dann -4, AA B,FA € FML;
3. FML sei die kleinste Menge, welche die Bedingungen 1 und 2 erfiillt.

Eine “Zukunftssprache” cr interpretieren wir in Modellen
M= (T,<,I).

Hier ist

— T eine nichtleere Menge (von Zeitpunkten);

— die Relation < (frither als) verbindet Punkte in 7', d.h. < CT x T}

— die Interpretation I : ATMxT — {0, 1} bewertet Atome an Zeitpunkten
als falsch (0) oder wahr (1).

Syntaktisch sind Junktoren Abbildungen von Formeln auf Formeln. In Mo-
dellen, d.h. semantisch, reprédsentieren wir Formeln durch Mengen von
Zeitpunkten: hier die Menge von Zeitpunkten zu denen die Formel wahr
ist. So wird — als eine Abbildung einer Teilmenge von T in deren Kom-
plementidrmenge interpretiert; das konnen wir der Klausel (—) entnehmen.
Mit F verfahrt I nicht anders, das heif3t

— I interpretiert die Operation F als eine Abbildung von Mengen von Zeit-
punkten auf Mengen von Zeitpunkten, d.h. I : 9(T) — ©(T). Welche
Menge Wert der Abbildung ist, wird gleich aus der Klausel (F) hervorge-
hen.

Den Teil £ = (T, <) nennt man eine Struktur (oder einen Rahmen, engl.
frame), hier genauer eine Kripke-Struktur, und M = (K, I) ist ein Modell
fir die Sprache L5 auf der Struktur K. Durch verschiedene Eigenschaften
der Zeitordnung < werden verschiedene Klassen von Strukturen festgelegt,
in denen die Zeitoperatoren jeweils charakteristische Eigenschaften haben.
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Das Ziel unserer ﬂberlegungen ist eine Definition von Wahrheit in allen
Modellen (logische Wahrheit) bzw. von Wahrheitsiibertragung in allen Mo-
dellen (logische Folgerung). Dazu benotigen wir eine Definition der Wahr-
heit beliebiger Formeln an den Punkten beliebiger Modelle. Diese Definition
baut auf der Festlegung der Wahrheitswerte der Atome auf, welche die In-
terpretation I leistet (s.0.). Wir bedienen uns dazu einer Erfillungsrelation
(hier vielleicht besser: Wahrmacherrelation), = 5,C T' x FML, die fiir jede
Formel A und fiir jeden Punkt a € T (in einem Modell M) bestimmt, ob A
zum Zeitpunkt a wahr ist (in M), d.h. wir lesen

a Fpq At a macht A wahr in M,

wobei wir im folgenden den Index M unterdriicken, wenn die Modellab-
héangigkeit im Kontext deutlich genug ist. Diese Erfiillungsrelation ist so
definiert (“p=” ist kurz fiir “nicht ="): Fiir alle P € ATM und A, B € FML,

pP) al=Pgdw I(Pa)=1

=) aE-AgdwalE A

N) aEAANBgdwalE A& alEB
F) aEFAgdw I:a<b&bEA

o~ o~ o~ o~

DEFINITION 1. Sei M ein Modell auf einer Struktur S = (T, <) aus einer
Klasse S von Strukturen.

1. Eine Formel A ist wahr in M gdw: A ist an allen Punkten in M wahr.
(Notation: M = A.)

2. A ist giltig in der Strukturklasse S gdw: A ist in allen Modellen auf
jeder Struktur S € S wahr. (Notation: S = A; die Theorie Th(S) von
S ist die Formelmenge {A : S | A}.)

3. A folgt aus Ay,..., A, in M gdw: fir alle Punkte a € T, wenn a =
A; ...aE A, dann a = A. (Notation: Aq,..., 4, = Ain M.)?

4. A folgt aus Ay, ..., A, in S gdw: A folgt aus A4, ..., A, in allen Modellen
auf allen Strukturen S € S. (Notation: Aj,...,4, F Ain S.)

Im folgenden wird uns hauptséchlich Giiltigkeit in bestimmten Struktur-
klassen, d.h. Wahrheit in allen Modellen auf Kripke-Strukturen einer be-
stimmten Art interessieren. Die allgemeinste Klasse von Strukturen, die

2 Hier ist eine alternative Definition mit ganz anderem Resultat denkbar: ... fiir alle
Modelle M gilt, wenn M = Ay ... M = Ay, dann M |= A. Die Wahl der einen oder
anderen Definition ist vor allem entscheidend fiir den Status des Deduktionstheorems;
vgl. dazu Kapitel I1I.6.
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hier in Betracht kommt, ist die Menge aller Kripke-Strukturen, welche wir
mit K notieren.

Eine im wesentlichen gleiche Uberlegung wie wir sie oben bereits angestellt
haben, zeigt, dafl der Schlul von (1*) auf (2*) nicht giiltig ist in der Klasse
K aller Kripke-Strukturen. Da die Punkte nicht linear angeordnet sein
miissen — d.h. so, wie wir uns die Zeit eigentlich vorstellen —, finden wir
schnell ein Gegenmodell mit drei Punkten, in denen (1*) wahr und (2%)
falsch ist (Ubung!). Wenn der Operator F also die Bedeutung haben soll,
die wir geben mochten, dann werden wir nur einen Teil der Menge aller
Kripke-Strukturen betrachten wollen. Dennoch werden wir im néchsten Ab-
schnitt kurz der Frage nachgehen, welche logischen Eigenschaften F in der
Klasse aller Kripke-Strukturen hat. In gewisser Weise fragen wir so danach,
was wir iiber den Zukunftsoperator F wissen, wenn wir nicht wissen — oder
vorgeben nicht zu wissen —, ob die Zeitpunkte eine Kette bilden.

5. Die minimale “Zeitlogik” K
Die gerade gestellte Frage beantworten wir, indem wir ein axiomatisches
System angeben, welches als Theoreme genau die Theorie Th(K) der Kripke-
Strukturen erzeugt, d.h. die Menge aller Sétze, die in beliebigen Modellen
auf beliebigen Kripke-Strukturen wahr sind. Das folgende System K erfiillt
die Bedingung.

Das System K (in F)

T Jede Tautologie
KF -FAANFB — F(mAAB)

A A—B -A
Regeln T MP ﬂ RNF

Die Axiome sind, wie im Eingangskapitel erkldrt, im Sinne von Formel-
schemata zu verstehen; ebenso die Regeln. Es wird hier nicht lohnen, zwi-
schen dem gerade definiertem formalen System und der Menge der The-
oreme dieses Systems zu unterscheiden. Beide werden wir mit dem fet-
ten Buchstaben K benennen. Diese Konvention fassen wir in einer streng
genommen unsinnigen aber dennoch verstandlichen Definition zusammen:

— K ist die Menge der Formeln, die aus den Axiomen und Regeln von K
ableitbar sind.
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— Mit KL bezeichnen wir die klassische Aussagenlogik, also die Menge der
Tautologien.

— In dem Axiomenschema 7 meinen wir die Menge der Tautologien in der
erweiterten Sprache £F. Soist z.B. FA — FA eine Tautologie (genauer:
ein tautologisches Schema) im Sinne von 7, denn die Formel ist keine

spezifisch zeitlogische Wahrheit sondern eine Einsetzungsinstanz von B —
B.

Unter der beabsichtigten Interpretation driickt KF etwas sehr Plausibles
aus: Wenn nie A aber irgendwann einmal B wahr ist, dann ist irgendwann
einmal A falsch und B wahr. FEine Variante von KF erhalten wir durch
tautologische Umformung;:

KF’ -F-(A — B) — (FA — FB).

Um die Ableitungsregel RNF richtig zu verstehen, miissen wir an dieser
Stelle den Begriff der Ableitung ndher betrachten.

Wie in Kapitel 1.2 erklért, ist eine Ableitung (ein Beweis) einer Formel
A in einem axiomatischen System S ist eine Folge (Ao, ...., A, [= A]) von
Formeln so, dafl jede Formel A; (0 < i < n) entweder (1) ein Axiom von S
ist oder (2) Konklusion aus dem A; vorangehenden Formeln augrund einer
der Regeln von S ist. Dieser Begriff der Ableitung (von Theoremen) ist ein
Grenzfall des allgemeineren Begriffs der Ableitung aus Annahmen. Letzterer
fiigt den Bedingungen (1) und zwei eine weiter Moglichkeit hinzu: (3) A; ist
in der Menge der Annahmen enthalten. Die Ableitung eines Theorems ist
in diesem Sinne eine Ableitung aus der leeren Annahmenmenge. Wahrend
die Notation - A festhélt, dafl A ein Theorem des betrachteten axioma-
tischen Systems ist, besagt X F A, dafi A unter moglichem Riickgriff auf
die Annahmen in X abgeleitet werden kann. Wir nennen X + A auch eine
Sequenz (des Systems). In der klassischen Aussagenlogik gibt es eine enge
Beziehung zwischen Theoremen und Sequenzen, namlich

DED. X,AFrBegdw X - A— B,

Von rechts nach links gelesen, ist die Aquivalenz eine unmittelbare Folge
von Modus Ponens, in umgekehrter Richtung handelt es sich um das De-
duktionstheorem.

Regeln wie RNF sind ein wesentlicher Bestandteil der Zeitlogik, wie tiber-
haupt der Modallogik. Leider fithren diese modalen Regeln dazu, daf} die
Aquivalenz DED bricht. Denn die Folge (~A,—FA) stellt im Sinne der
Definition natiirlich eine Ableitung von —FA aus der Annahme —A dar, was
wir so festhalten kénnen:

(+) —AF —FA.
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Aber wenn wir aus dieser Sequenz aufgrund von DED auf
@) -A— —-FA

schlieflen wollten, dann wiirden wir auf eine Formel schlieflen, die kein Theo-
rem von K ist. Das ist sicher auch gut so, denn () driickt ja etwas offen-
sichtlich Falsches aus: Was (zu einem Zeitpunkt) falsch ist, kann (spéter)
nie wahr werden. Wie zu erwarten, ist die Formel (f) nach Definition 1
auch nicht giiltig (in K). Schlielich kénnen wir noch beobachten, dafi nach
derselben Definition (%) auch keine giiltige Folgerung darstellt. Im Falle
von K (und modalen Systemen im allgemeinen) passt also der Begriff einer
Ableitung aus Annahmen ebensowenig zum Deduktionstheorem wie zum
Begriff der Folgerung in Modellen.

Es gibt mehrere Moglichkeiten hier Abhilfe zu schaffen. Im Kapitel I11.6
werden wir die Optionen eingehend besprechen. Hier werden wir uns damit
behelfen, eine zweite, mit - verwandte Relation > einfiihren, die gewis-
sermaflen die Simulation einer Ableitung durch eine Formel anzeigt. Als
Definition dieser Relation nehmen wir einfach die Aquivalenz DED und
fihren eine neue Notation ein:

(Def. 1) Ay, Ay>Bgdw FA A ANA, = B (n>0).

Jetzt gilt das Deduktionstheorem fiir > — jedenfalls fiir endliche Annah-
menmengen — per definitionem. Zwar ist -FA aus —A im iblichen Sinne
ableitbar — und also ist = A F —F A eine richtige Sequenz —, aber =A — —FA
ist kein Theorem und also ist die Sequenz —A > —FA falsch.

Nach diesem langeren aber notigen Exkurs tiber Ableitbarkeit in der Zeit-
logik wenden wir uns jetzt wieder der Frage zu, wie die K-Regel RNF zu ver-
stehen sei. Wie alle Ableitungsregeln hat sie die Aufgabe aus Theoremen als
Prémissen Theoreme als Konklusionen zu produzieren. Den Satz 2 vorweg-
nehmend, wissen wir, dafl Theoreme logische Wahrheiten sind. Unschwer
1Bt sich nachpriifen, dafl die Regel zwingend von logischen Wahrheiten zu
logischen Wahrheiten fiihrt. Denn wenn —A logisch, d.h. an allen Punkten
wahr ist, dann wird an keinem Punkt kiinftig A wahr sein, d.h. —FA ist
logisch wahr.

In Ableitungen aus Annahmen hat RNF jedoch nicht immer die Eigen-
schaft aus einer (kontingent) wahren Pramisse (z.B. =P, fiir ein Atom P) auf
eine wahre Konklusion (hier: —FP) zu fiithren. Das ist per se nicht schlimm
und zeigt nur, dal Ableitbarkeit nicht ohne weiteres mit logischer Folgerung
gleichzusetzen ist. Schlimm — weil falsch — wére es, in einer solchen Situation
nach DED auf =P — —=FP zu schlieflen.
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Fiir eine ganze Klasse von Formeln als Pramissen der Regel RNF garantiert
diese jedoch auch die Wahrheitsiibertragung, wenn im Laufe einer Ableitung
auf kontingente Annahmen zuriickgegriffen wird. Sei die Pramisse zum
Beispiel von der Form —FA. Wenn diese Formel an einem Punkt a wahr
ist, dann schliefit die Zukunft von a Punkte mit A aus. Jeder Punkt a’ in
der Zukunft von a hat seine eigene Zukunft, die ein Teil der Zukunft von
a ist. Wenn also die a-Zukunft keine A-Punkte enthélt, dann gilt das auch
fiir jeden Teil der a-Zukunft. D.h. unter der Annahme mufl am Punkte a
die Formel =FFA wahr sein. In allen Féllen, in denen die die Regel RNF die
Wahrheit an einem Punkt von der Pramisse auf die Konklusion ubertragt,
darf dann auch konditionalisiert werden; im gerade behandelten Fall diirfen
wir auf a | -FA — —FF A schlieflen. In solchen Fillen gilt also das Deduk-
tionstheorem.

Damit wollen wir die Erlduterungen zu den Axiomen und Regeln des
Systems K beenden und kommen nun zu dem zentralen Resultat, welches
die Axiomatik K und die Strukturklasse K zueinander in Beziehung setzt.

SATZ 2. (Richtigkeit und Vollstandigkeit)
1. Jedes Theorem von K ist gultig in der Klasse K der Kripke-Strukturen,
d.h. K C Th(K) (Richtigkeit im Hinblick auf Th(K)).
2. Jede in K gultige Formel ist in K ableitbar,
d.h. Th(K) C K (Vollstindigkeit im Hinblick auf Th(K)).
3. >-Ableitbarkeit in K stimmt mit Folgerung in K dberein,
d.h. (> in K) = (E in K)
(Richtigkeit und Vollstindigkeit von > im Hinblick auf |=).

Wir werden den Satz erst im Kapitel IIT iiber Modallogik beweisen und
uns an dieser Stelle mit einer Beweisskizze fiir 1 und 2 begniigen. (Teil 3 des
Satzes folgt unmittelbar aus 1 und 2 aufgrund der Definition von ».) Fir
die Richtigkeit von K beziiglich Th(K) nehme man an, eine Formel A sei
ableitbar und zeige dann durch Induktion iiber die Lénge einer Ableitung
von A (siehe Kapitel 1.2), dafl A an einem beliebigen Punkt in einem beliebi-
gen Kripke-Modell wahr wird. Fiir die Vollstandigkeit, betrachte man eine
beliebige nicht ableitbare Formel A und konstruiere ein Modell, in dem A
falsch ist. Dann gilt umgekehrt: Wenn es fiir eine Formel kein Gegenmodell
gibt, d.h. die Formel in K giiltig ist, dann ist die Formel ableitbar. Zur
Konstruktion von Gegenmodellen allein aufgrund der Information, dafl eine
Formel nicht ableitbar ist, werden wir uns der Methode nach Lindenbaum
und Henkin bedienen. 3

3 Fiir die Modalllogik wurde die Methode von Makinson adaptiert; siehe [192].
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Wir kehren kurz zu unserem Eingangsbeispiel {iber Publius und Quintus
zuriick. Konnen wir den beabsichtigten Schluf} in der Logik K rekonstru-
ieren? Dazu stehen uns nun nach Satz 2 grundsétzlich zwei Methoden zur
Verfiigung. Wir konnen versuchen, aus der Pramisse

(1) FPAFQ N -F(P A Q)
die Konklusion
(2) F(PAFQ) V F(Q AFP)

in K abzuleiten. Oder wir kénnen versuchen nachzuweisen, dafl in jedem
Modell die Sequenz (1) > (2) wahr ist. Wir haben oben schon angedeutet,
daf letzterer Versuch scheitern wird. Wir wollen uns den Versuch dennoch
einmal ansehen, um zu beobachten, woran er letztlich scheitert.

Dazu betrachten wir einen beliebigen Punkt a in einem beliebiges Modell
und nehmen an, daf§ (1) an diesem Punkt wahr ist. Dann gibt es Punkte b
und ¢ in der Zukunft von a derart, dafl

(1) bEPundclEQ, und -3z -a:zEPAQ.

Die dritte Bedingung in (1) schlieft insbesondere aus, dal b = ¢. Das
kleinste Modell, das eine solche Situation darstellt, besteht aus genau drei
Punkten:

oc (@)

Hier soll der Pfeil fiir die Relation < stehen, also x — y = x < y. Die
beabsichtigte Konklusion (2) behauptet, dal am Punkt a auch die Formel
(2) wahr ist, d.h.

Jz-a:x=EPAFQoder Jy=a:y = QAFP.

Nun gib es tatséachlich einen Punkt in der Zukunft von a, ndmlich b, an dem
P wahr ist — aber von dort verweist kein Pfeil auf einen -Punkt, d.h. FQ
ist am Punkt b falsch. Gleiches gilt fir @ A FP. Abhilfe wiirde die folgende
Bedingung schaffen:

(*) a<b&a<c = b=<coderc<boderb=c.
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Wir wissen, daf§ die Moglichkeit b = ¢ durch unsere Annahme (1) aus-
geschlossen ist. Die Bedingung wiirde also erzwingen, dafl wir das Bild A
in der einen oder anderen Weise vervollstandigen:

e bLP e bP
e /
B ae + ae T
pY pY
e c(Q o cQ

Jetzt verweist ein Pfeil von b auf einen @Q-Punkt bzw. von ¢ auf einen
P-Punkt und somit ist die Formel (2) wahr am Punkt a!

Mit (%) haben wir eine Bedingung fiir Kripke-Strukturen identifiziert,
welche die Giiltigkeit des Schlusses von (1) auf (2) garantiert. Es stellen
sich zwei naheliegende Fragen:

1. Ist (*) die schwéchste, d.h. nicht nur hinreichende sondern auch not-
wendige Struktur-Bedingung, welche den Schlufl garantiert?

2. Gibt es eine Formel, welche diese Bedingung “ausdriickt”? Hier fragen
wir nach einer Formel A so, daf§ (a) A in allen Kripke-Strukturen unter
Bedingung (x) giiltig ist, und (b) wenn A in einer Struktur giiltig ist,
dann erfiillt diese Struktur die Bedingung ().

Die zweite Frage 16st die Suche nach einer Korrespondenz aus zwischen
einem Axiomenschema A einerseits und der Strukturbedingung (*) ande-
rerseits so, daf

K+ A=Th(K+ (x)).

Das System K + A wére dann die minimale Logik in der sich der Schlufl
von (1) auf (2) als Sequenz (1) > (2) reproduzieren 148t. Fragen solcher
Art werden uns im Abschnitt 8 unter dem Stichwort “Korrespondenzen”
beschéftigen. Dort werden wir zeigen, dafl die erste Frage zu bejahen (p. 57)
und die zweite zu verneinen (p.54) ist.

6. “Multimodale” Zeitlogik

Wir schauen nicht nur vorwarts in die Zukunft, sondern auch zuriick in die
Vergangenheit. So wollen wir zum Beispiel sagen kénnen

(4) Wenn Publius bisher nicht abgestimmt hat, dann wird er noch ab-
stimmen.

Hier sind offenbar zwei Operationen auf dem Satz

P Publius stimmt ab
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am Werk. Den Zukunftsoperator F kennen wir schon. Es fehlt noch ein sich
dazu spiegelbildlich verhaltender Vergangenheitsoperator P. Dann kénnen
wir (4) so formalisieren:

(4*) =PPA—P — FP

Den Operator P wollen wir, wie zuvor schon F, in Modellen interpretieren.
Den einstelligen Operator F haben wir mit einer zweistelligen Relation <
auf der Grundmenge T modelliert. Genauso kénnen wir auch mit P ver-
fahren. Wir gehen wieder aus von einer Struktur (7, ) und beziehen die
P-Sprache darauf mit Hilfe einer Interpretation I. Im weiteren legen wir die
Wahrheitsbedingung fiir P-Formeln so fest:

(P) aEPAgdw3b:a>b& b= A
Ein kurzer Vergleich mit der Wahrheitsbedingung fiir (F),
(F) aEFAgdw Ib:a<b& bl A,

zeigt, dafl wir hier eigentlich nur Zeichen ausgetauscht haben: P gegen F und
>~ gegen <. Wenn also die Logik K fiir F zu Strukturen des Typs (7, <) im
Sinne des Satzes 2 pafit, dann pafit sicher der Strukturtyp (7', =) zur Logik
K fur P, in der wir die F-Schemata austauschen gegen KP und RNP, also

(-PAAPB) = P(~AAB) und -4
-PA

Der Beweis, dal K fiir P zum Strukturtyp (7, >) pafit, ist wenig mehr als

eine Kopie des Beweises fiir Satz 2.

Im néchsten Schritt wollen wir eine Sprache interpretieren, in der beide
Operatoren vorkommen. Dazu kénnen wir die Kripke-Strukturen (T, >)
und (7, <) zu einer Struktur (T, >, <) zusammenfiigen, und geben dann die
Wahrheitsbedingungen fiir F und P wie zuvor an. Beispielsweise sieht dann
die Wahrheitsbedingung fiir die Formel (4*) in einem Modell (T, =, <, ) so
aus:

Wenn a = Pund -3z :a >z und z |= P, dann 3z :a <z und z = P.

Wie schon die Struktur (7,3, <), so erhalten wir die dazu passende Lo-
gik durch Zusammensetzung: Wir kombinieren einfach die Logik K fiir
F-Sprachen mit der Logik K fiir P-Sprachen. Kaum iiberraschend, 148t sich
diese Logik so axiomatisieren:
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Das System K (in FP)

T Jede Tautologie
KF -FAANFB — F(—AAB)
KP -PAAPB — P(—AAB)
A A—-B —-A -A
1 — MP —— RNF —— RNP
Regeln 5 “FA R A R

Wir haben nun in unserer Sprache zwei Zeitoperatoren. Offensichtlich 143t
sich der eine nicht auf den anderen durch eine Definition reduzieren: Was
vergangen ist, 148t sich nicht aus dem, was in der Zukunft liegt, erklaren
— und ebensowenig umgekehrt. Diese beiden Operatoren haben wir an-
hand zweier Relationen modelliert. Auch diese Relationen sind unabhéngig
voneinander. Es gibt keine Strukturbedingungen, welche die beiden Rela-
tionen zueinander in Beziehung setzen, also insbesondere keine aus denen
die Reduzierbarkeit der einen auf die andere folgen kénnten. So haben wir
ein einfaches Beispiel fiir eine genuin multimodale — in diesem Fall bimodale
— Logik.

Aber dieser Stand der Dinge ist fiir unsere Absicht, eine Logik der Zeit —
jedenfalls im Alltagsverstiandnis — zu entwerfen, unbefriedigend. Damit die
Relationen > und < den Fluf} der Zeit in jeweils einer von zwei Richtun-
gen darstellen kénnen, wiinschen wir uns ein sehr starkes Zusammenspiel
zwischen beiden, ndmlich das die eine das Spiegelbild der anderen sei. (Im
Abschnitt 12 werden wir einen Gegenentwurf zur Spiegelbildlichkeit von
Vergangenheit und Zukunft behandeln.) Dieses Verhéltnis deuten die ver-
wendeten Zeichen an; aber die Form der Zeichen ersetzt keine Festlegung
ihrer Bedeutungen. Die inhaltliche Festlegung, welche die gewéhlten Zei-
chen erwarten 1a8t, ist diese:

(Spiegelung) a<bgdwb > a.

In Kripke-Strukturen, welche diese Spiegelungsbedingung erfiillen, stehen
die Relationen nicht mehr unvermittelt nebeneinander. So erhalten nun
Formeln den Status logischer Wahrheit, in denen Vergangenheits- und Zu-
kunftsoperatoren in ein Verhéltnis zueinander gesetzt werden. Die folgenden
zwei Schemata werden wir gleich als Axiome verwenden:

B. A — —-P-FA A — —F-PA.

Wenn A wahr ist, dann war es immer schon wahr, daf§ A einmal wahr wird,
und ebenso wird es immer wahr sein, dafl A einmal wahr gewesen ist. Wir
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betrachten jetzt nur das linke Schema. Die folgenden zwei Beobachtungen
sind fiir das rechte Schema véllig analog. Dafl (Spiegelung) das Schema B
(links) zu einer logischen Wahrheit macht, zeigen wir so:

(a) Es sei a ein beliebiger Punkt mit a = A. Zu zeigen: a = —-P-FA, d.h.
wenn ¢ > b, dann gibt es ein  mit b <  und z = A. Wir nehmen
daher ferner an, dafl @ > b und also (Spiegelung!) b < a. Dann ist a
der gesuchte Punkt  mit b < z und z = A.

Wir kénnen uns auch umgekehrt davon iiberzeugen, dafl in Kripke-Struk-
turen ohne (Spiegelung), das Schema B ungiiltig sein muf. Dazu geniigt es,
ein Modell zu betrachten, das die Bedingung nicht erfiillt, und in diesem
Modell eine Instanz von B (z.B. ein Atom P fiir A) an einem Punkte falsch
zu machen.

(b) Aus der Wahrheitsbedingung fiir P — —=P—FP ergibt sich die Beschrei-
bung eines falsifizierenden Punktes a in einem Modell:

(%) aEP&Ja-z&axEFP (dh Yy x <y=y~ P).

Man betrachte also ein Modell mit zwei Punkten a und b so, dal a = P
und a > b (und nicht b < a). Die Bedingung (*) ist erfiillt.

Mit (a) und (b) haben wir tatsichlich gezeigt, dafl jedes der zwei Schemata
B in allen Kripke-Strukturen mit (Spiegelung) und nur in diesen giiltig ist.
D.h. jedes der Schemata B korrespondiert mit der Bedingung (im Sinne der
Definition 9, p.53).

Die einfachste Weise, das natiirliche Zusammenspiel von Vergangenheit
und Zukunft in den zu betrachtenden Strukturen zu verwirklichen, besteht
darin, sie zu vereinfachen. Wir wéhlen eine der beiden Relationen aus. (Die
andere konnen wir per (Spiegelung) definieren, falls gewiinscht.) Sei < die
gewihlte Relation. Dann betrachten wir Strukturen von Typ (7, <) und
interpretieren darin P-Formeln so:

(P) alEPAgdw Ib:b<a& bl A

Nun erst haben P und F ihre beabsichtigte Bedeutung: Der eine Operator
blickt in die eine, der andere in die andere Richtung derselben Relation.

Wie wir oben gesehen haben driickt sich das durch (Spiegelung) bewirkte
Zusammenspiel von P und F in den Formelschemata B aus. Diese wer-
den etwas iibersichtlicher, wenn wir sie mit Hilfe zweier neuer Operatoren
formulieren, die wir auf S. 34 schon kurz erwéhnt haben.

(H) alEHAgdwVb:b<a=bEFA
(G) aE=GAgdwVb:a<b=bE=A
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Offensichtlich besagt HA soviel wie: A war immer der Fall, wihrend GA
besagt: A wird immer der Fall sein. Und genauso wie 3 und V mittels
der Negation gegenseitig definierbar sind, so verhalt es sich auch mit dem
existenzquantifizierenden P und dem allquantifizierenden H einerseits sowie
F und G andererseits:

= —H- und = —-G—.

Sprachen mit einem funktional vollstandigen Paar dieser Operatoren — also
jeweils einem Vergangenheits- und einem Zukunftsoperator — wollen wir
hier Zeitsprachen nennen. Interpretationen auf Kripke-Strukturen von Zeit-
sprachen, nennen wir in diesem Kapitel Zeitmodelle.

e Wenn (T, <) also eine Kripke-Struktur ist, dann ist (7', <,I) mit den
Bedingungen (H) und (G) ein Zeitmodell auf (T, <). Die Menge T'h:(K)
bezeichnet die Menge aller Formeln, die in beliebigen Zeitmodellen auf
Kripke-Strukturen giiltig sind — die Zeittheorie von K.

Es sind H (“immer schon”) und G (“kiinftig immer”) nicht nur sehr
natiirliche Zeitoperatoren, sie eignen sich auch gut fiir eine unmittelbar
einleuchende Formulierung von B und damit fiir die folgende axiomatische
Darstellung von Th(K).

Das System K; (in GH)

Def. F:=-G- P:=-H-
T Jede Tautologie
K H(A — B) —» (HA — HB) G(A — B) — (GA — GB)
B A — HFA A — GPA
A A

N HA GA

A A—B
MP _

B

Das Schema B besagt nun: Was wahr ist war immer schon kiinftig einmal
wahr und wird immer einmal wahr gewesen sein. Zusammengenommen,
besagt RN, daf} logische Wahrheiten immer (“ewig”) wahr sind.
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SATZ 3. Fine Formel A einer Zeitsprache ist genau dann ein Theorem
von K¢, wenn A € Thy(K), d.h. wenn A giltig ist in der Klasse aller
Zeitmodelle auf beliebigen Kripke-Strukturen.

Das System K; gibt also die minimale Logik einer Sprache an, in der wir
echte Vergangenheits- und Zukunftoperatoren haben, d.h. solche, die sich
spiegelbildlich zueinander verhalten.

7. Einige Eigenschaften von K;

Wir betrachten jetzt einige Eigenschaften der Theoremmenge von K. Ei-
nige dieser Eigenschaften gelten schon fiir die klassische Aussagenlogik KL
und bleiben bei jeder Erweiterung KL ™ von KL erhalten, also auch fiir K,
und mégliche Erweiterungen K .

e Unter den Frweiterungen L™ einer Logik L wollen wir hier nur schema-
tische Erweiterungen verstehen. Diese enstehen durch Hinzunahme
weiterer Axiomenschemata bzw. schematischer Regeln, also aller For-
meln bzw. Regeln einer bestimmten Gestalt. Unter der — hier immer
zutreffenden — Annahme, dafl L unter Einsetzung abgeschlossen ist,
wird so auch jede Erweiterung L+ unter Einsetzung abgeschlossen sein.

Die erste Beobachtung besagt, dafl eine Erweiterung von KL nicht nur
den Theorembestand von KL sondern auch den Bestand an Ableitungen
(Sequenzen) erweitert. Das folgt unmittelbar aus den Definitionen von
“Ableitung” und “Erweiterung”. Ableitungen in Kt greifen mindestens
auf die Ressourcen (Theoreme) der klassischen Aussagenlogik KL zuriick.

SaTz 4. (Klassische Konsequenz)
Wenn A, ...,An F A in KL, dann A4, ..., A, F A in allen KLT.

BEWEIS. Angenommen Aq,..., A, b A in KL. In KL — moéglicherweise
aber nicht in KL1! — gilt das Deduktionstheorem, weshalb wir durch fort-
gesetzte Anwendung - A; — (A — ...(4, — A)..) in KL € KL er-
halten. Aus der Annahme A; folgt dann in KLt per MP: 4, — (A3 —
.(4, — A)...) ... und schliefllich erhalten wir so die gewlinschte Sequenz
A, .. A, F Ain KLY, .

Zweitens konnen wir feststellen, dafl wenn B aus A logisch folgt (also
Av> B, dh. - A — B), dann folgt auch jede Temporalisierung (Tempus) T
von B aus der gleichen Temporalisierung von A.

e Unter einem Tempus T verstehen wir hier jede (endliche) Verkettung
der Operatoren G,F,H und P.
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SATZ 5. (Monotonie)
A— B
TA— TB’
BEWEIS. Es geniigt, den Satz fiir die einfachen Tempora G,F,H und P
zu beweisen. Fiir zusammengesetzte Tempora folgt der Satz dann durch
wiederholte Anwendung. Hier ist der Beweis fiir G und F (der fiir H und P
geht genauso):

Die Regeln RMT, sind zuldssig in allen K.

1 (1) A—-B Annahme
1 (2) G(A— B) (1), RNG
(3) G(A— B)— (GA—GB)) KG
1 (4 GA—GB (3-4), MP
1 (1) A—-B Annahme
1 (2) -B—-A (1), KL
1 (3) G(—-B— -4 (2), RNG
(4) G(-B — —-A4) —» (G-B = G-4) KG
1 (5) G-B—G-4A (3-4), MP
1 (6) -G-A— —-G-B (5), KL
1 (7) FA>FB (6), Def.

Drittens beobachten wir, dafl in jeder Erweiterung von K die logische
Auivalenz von Formeln erhalten bleibt, wenn darin logisch dquivalente For-
meln gegeneinander ausgetauscht werden. Diesen Satz werden wir im Fol-
genden oft anwenden, ohne auf die Anwendung eigens hinzuweisen.

SATZ 6. (Ersetzbarkeit dquivalenter Formeln)
In allen Erweiterungen K von K, gilt: Wenn = B < B', dann - A
A(B'/B), wobei A(B'/B) eine beliebige Formel sei, die aus A durch Ersetz-
ung beliebig vieler Vorkommen von B durch B’ entsteht.

BEWEIS. Induktion iiber den Aufbau von A. Fir Tempus-freie Formeln
iibernehmen wir den Beweis des Satzes fir KL. Der Induktionsschritt ist
jetzt zu erweitern durch die Betrachtung von Formeln der Gestalt A = HD
und A = GD. Die Fille sind gleich und wir betrachten nur den ersten.

Fall A=HD. Wir nehmen an, - B <+ B’ und B kommt in D vor. Dann
gilt die Induktionsannahme - D « D(B/B’). Daraus folgt unmittelbar
aufgrund von Satz 5, dafl - HD <> HD(B/B’). .

SchlieBlich sind zwei Dualitdtsphanomene zu beobachten. Die Dualitat
von V und A driickt sich in deren einfacher Interdefinierbarkeit mittels der
Negation aus (DeMorgan-Gesetze!). Da man sich im endlichen Fall die
Quantoren 3 und V als grofle Disjunktionen bzw. Konjunktionen denken
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kann, verhalten diese Quantoren sich in &hnlichem Sinne dual zueinander
wie die beiden Junktoren. Wenn wir an die Interpretation von F und G
in Zeitmodellen denken, dann erkennen wir in diesen Operatoren unschwer
einen Existenz- und einen Allquantor; Gleiches gilt fiir P und H. Wir diirfen
also erwarten, dafl diese Paare von Zeitoperatoren ebenfalls dual zueinander
stehen.

e Wenn wir in einer Formel A alle Atome gegen ihre Negationen, und die
Operatoren A und V, G und F, und H und P gegenseitig vertauschen,
dann nennen wir die so enstandende Formel A? dual zu A. Offen-
sichtlich gilt A% = A.4

Eine einfache Induktion tiber A zeigt, dafl
(D) A o A

Beweis. Die Basis A = P ist durch P4 = —P gegeben. Wir nehmen
nun an, (D) gelte fiir alle Formeln kiirzer als A (IA) und betrachten den
Fall A = =B. Da B? <+ =B nach (IA), so haben wir (=B)¢ + B
dh. (=B)? ++ B <+ =(=B) wie gewiinscht. Im Fall A = BV C haben
wir (BV C)% = B4 AC? +3 =B A —=C nach Def. und (IA). Also ist
(BV C) < =(B Vv C). Schliefllich noch der Fall A = PB: (PB)? =
HB¢ < H-B + —-PB. u

Danun A — B und =B — —A dquivalente Formeln sind, so folgt aus (D)
unmittelbar:

SATz 7. (Dualitit) - A — B gdw - B¢ — A% in allen K.

Wir haben oben den Begriff der Erweiterung einer Logik so eingefiihrt,
daB alle Erweiterungen der klassischen Logik diese Eigenschaft haben: Wenn
eine Formel ein Theorem der Logik ist, dann ist es auch jede Formel der
gleichen Form. Dahinter steht der Gedanke, dafl logische Wahrheit “formal”
ist. Es kann nicht sein, dafl einem Satz die Eigenschaft logischer Wahrheit
zugesprochen und einem Satz der gleichen Form abgesprochen wird. In der
Zeitlogik haben wir es mit der Form der Zeit zu tun. Unter der Annahme,
daf} die zukiinftige Zeit in der Form gleich verlauft wie die vergangene Zeit,
miissen wir erwarten, da jeder in die Zukunft gerichteten zeitlogischen
Wahrheit eine strukturell gleiche logische Wahrheit entspricht, die sich auf
die Vergangenheit richtet, und umgekehrt.

4 Zuvor 16sen wir in A andere Junktoren nach ihren Definitionen auf so, da z.B. A — B
zu = AV B wird. Im Kapitel III iiber Modallogik geben wir eine induktive Definition der
Dualfunktion fiir alle gebrauchlichen Junktoren.
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e Wenn in einer Formel A alle Vorkommen von G durch H (und alle
Vorkommen von F durch P) ersetzt werden, dann spiegelt die so ent-
standene Formel A® die Formel A und wvice versa; wenn in einer Formel
A keine Tempora vorkommen, dann sei A* = A. Wir nennen eine Zeit-
logik spiegelnd, wenn auch das Spiegelbild jedes Theorems ein Theorem
ist.

Unter der erwéhnten Annahme wiinschen wir uns also, da§ die Logik K;
und jede ihrer zeitlogischen Erweiterungen spiegelnd ist. Der néchste Satz
zeigt, dafl mit K; ein guter Anfang gemacht wurde.

Satz 8. (Spiegelung) K; ist spiegelnd, d.h. - A gdw F A®.

BEWEIS. Induktion iiber die Lénge einer Ableitung von A. Die Spiegelung
jedes Axioms ist ebenfalls ein Axiom. Wenn in einer Ableitung aufgrund
einer der beiden zeitlogischen Regeln auf eine Konklusion B geschlossen
wurde, dann kann aufgrund der jeweils anderen Regel ebenso auf B*® ge-
schlossen werden. Wenn aufgrund von MP aus B — C und B auf C
geschlossen wurde, dann gibt es nach der Induktionsannahme ableitbare
Formeln (B — C)*® [= B® — C*] und B?® so, dafl ebenfalls per MP auf C*
geschlossen werden darf. .

Die Forderung, daf eine Zeitlogik spiegelnd sein soll, ist nicht in demsel-
ben Mafle zwingend wie die Forderung, dafl sie — wie jede Logik — formal
sein soll. So wird manchmal gesagt, die Zukunft sei, im Gegensatz zur Ver-
gangenheit, “offen”. Was immer damit im Einzelnen gemeint sein mag, eine
Moglichkeit, diese Vorstellung zu modellieren besteht darin, daf} es fiir jeden
Punkt a zwar eine linear angeordnete Vergangenheit gibt — die “Geschichte”
von a —, am Punkt a sich die Zukunft jedoch verzweigt in verschiedene
Moglichkeiten, wie es von a aus weitergehen kénnte. Das ist offensichtlich
ein asymmetrisches Bild der Zeit, fiir das die Forderung der Spiegelbarkeit
zeitlogischer Wahrheit unbillig ware. Auf verzweigte Zeitstrukturen und
ihre Logik werden wir im Abschnitt 12 zuriickkommen.

ﬁbersetzung in die Pradikatenlogik. Die Wahrheitsbedingung fiir
den Vergangenheitsoperator,

(H) alEHAgdwVb:b<a=bEA

deutet auf der rechten Seite eine Formel an, die wir in einer priadikatenlo-
gischen Sprache so ausdriicken kénnen:

Vb(b < a — Ab)
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Ahnliches gilt fiir die anderen Zeitoperatoren. Ganz allgemein, kénnen
wir eine zeitlogische Sprache £; mit H und G (und daraus definierbaren
Operatoren) in eine pradikatenlogische (PL) Sprache £; der ersten Stufe
iibersetzen. Dazu bendtigen wir in £ eine zweistellige Relation < sowie
geniigend viele Pradikate so, dal sich die Atome in L; injektiv auf die
Prédikate in £; abbilden lassen. Der Einfachheit halber nehmen wir an,
dafl es zwischen den Atomen und den Pradikaten eine Bijektion gibt; es
sei (__) eine solche Bijektion. Wenn P ein Atom ist, dann iibersetzen wir:
Pxy. D.h. wir iibersetzen die Aussage P in eine Eigenschaft P von Zeit-
punkten, namlich die Eigenschaft, dafl P zu diesem Zeitpunkt zy wahr ist.
Die Ubersetzung der Atome wird dann wie folgt erweitert zu einer Stan-
dardiibersetzung ( )* aller zeitlogischen Formeln in die Sprache der PL erster
Stufe:
P* = Px
(~A)* =A%y
(A AN B)* = A*zy A B*zg
(HA)* =Va(r < z9 — A¥[x/0])
(GA)* =Va(xg < x = A*[x/x0)])

In den letzten beiden Bedingungen mufl mit « eine “frische” Variable, d.h.
eine, die in A nicht vorkommt, gewéhlt werden.

Es diirfte unmittelbar einleuchten, daB eine solche Ubersetzung den Sinn
der zeitlogischen Formeln in der Pradikatenlogik gut wiedergibt. Wir konnen
diese Einsicht wie folgt prazisieren. Es sei M; = (T, <, I) ein Kripke-Modell
flir die zu iibersetzende Sprache £;. Nun betrachte man eine Interpretation
I' in (T, <) der PL-Sprache £; in welche {ibersetzt werden soll; dabei sei
I'(<) ==, und I'(P) = I(P). (Da wir annehmen, daf§ (__) bijektiv ist, ist
diese Art der Bezugnahme auf Pradikate in £1 in Ordnung.) Schliefflich sei
h eine Belegung der Variablen in (T, <,I’). Dann gilt folgendes:

alEAin (T,<,I) gdw h | A* in (T, <,I'),Vh mit h(xg) = a,

und ferner
EAin (T,<,I) gdw | A" in (T,=<,I").

Die Sétze (1') und (2') auf p.31 sind unschwer als Resultate einer Stan-
dardiibersetzung zu erkennen. Satz (1) kommt mit zwei Variablen, g und
x, aus. In Satz (2') haben wir drei Variablen verwendet. Wir betrachten
nur das erste Disjunkt:

(2" Jz(rg <z A PxAJy(z <yAQy)).
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Die Verwendung der dritten Variablen y ist jedoch unnétig. Die freie Vari-
able z¢ soll hier mit dem (wechselnden) Evaluierungszeitpunkt belegt wer-
den kénnen. Dazu mufl 2o nur an der in (2') gezeigten Stelle der Formel frei
bleiben; an anderer Stelle konnen wir dieselbe Variable anders verwenden,
d.h. z.B. so binden:

(2" Jz(xe < 2 A Pz A Jzo(r < 20 A Qo).

Tatséchlich 148t sich die Anzahl der Variablen in der Ubersetzung einer
zeitlogischen Formel durch geschicktes Recycling (wie im Beipiel illustriert)
immer auf zwei reduzieren. (Das zeigt eine einfache Induktion iiber den
Aufbau einer zeitlogischen Formel und ihre jeweilige Ubersetzung.) Es sei T
eine Zeitlogik und T* sei die Ubersetzung der zeitlogischen Postulate von T
in eine Sprache erster Stufe mit héchstens zwei Variablen. PLT +T* sei das
Zwei-Variablen-Fragments PL% der Pradikatenlogik erster Stufe, erweitert
um 7%. Dann ist eine Formel A genau dann ein Theorem von T, wenn A*
ein Theorem von PL% + T* ist. Da jede Zwei-Variablen-Erweiterung von
PL7 entscheidbar ist, so ist auch T entscheidbar.

8. Richtige Zeit: Erweiterungen von K;

Nicht jede durch eine zweistellige Relation < angeordnete Menge von Punk-
ten kann als eine Repésentation von Zeit dienen. Wir erwarten, dafl die
Menge mit der Relation, d.h. die Struktur (T, <), bestimmte Eigenschaften
erfiillt. Nur in Strukturklassen mit den richtigen Eigenschaften wollen wir
unserer formalen Zeitsprache interpretieren.

Je starker die Bedingungen sind, die wir von den zu betrachtenden Zeit-
strukturen fordern, desto kleiner wird die Modellklasse iiber die wir in
der Definition einer giiltigen Formel quantifizieren, und ergo desto grofer
wird die Chance einer Formel giiltig zu sein. Um die Menge der logischen
Wahrheiten in Strukturen mit zusétzlichen Bedingungen axiomatisch ein-
zufangen, miissen wir also die Axiomatik von K; um zusétzliche Schemata
erweitern. In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, wie systematisch der
Zusammenhang von Strukturbedingungen einerseits und Axiomenschemata
andererseits ist. (Wir konnten auch weitere Regelschemata betrachten, wer-
den aber hier dem Usus folgen, Erweiterungen von K; allein mit Hilfe von
Formelschemata darzustellen.)

e Unter einer Strukturbedingung wollen wir hier eine Eigenschaft der Re-
lation < in Kripke-Strukturen verstehen, die sich durch Quantifika-
tion iiber Zeitpunkte ausdriicken 148t (Eigenschaft erster Stufe). Meist
lassen wir die Quantifikation implizit. D.h. statt “Vab(a < b = b 4
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a)” schreiben wir einfacher “a < b = b £” und denken uns die Allge-
meinheit hinzu.

e Wenn (Kond) eine Strukturbedingung ist, dann driicken wir durch
Kond(K) aus, daf die Kripke-Struktur K die Bedingung (Kond) erfiillt;
Kond(K) ist die Menge der Kripke-Strukturen, fur die (Kond) gilt.

DEFINITION 9. Axiom A korrespondiert mit Bedingung (Kond) gdw fiir
alle Strukturen K € K gilt: £ = A gdw Kond(K). Wenn A und (Kond)
korrespondieren, dann definiert A die Strukturklasse Kond(K) = {K € K :
Kond(K)} in K.

Frage 1: Gibt es fiir jede Strukturbedingung (Kond) ein korrespondieren-
des Zeitaxiom A? D.h., (a) wenn Kond(K), dann £ = A und (b) wenn
K = A, dann Kond(K)?

Antwort: Sicher nicht! Einige Bedingungen sind nicht durch Formeln
definierbar. Das liegt daran, dafl die Sprache erster Stufe wesentlich aus-
drucksstérker ist als die Zeitsprache — die Standardiibersetzung funktioniert
nur in eine Richtung! Zum Beipiel konnten wir Strukturen unter die Be-
dingung stellen, eine bestimmte Anzahl von Punkten zu enthalten. FEine
solche Bedingung 148t sich pradikatenlogisch leicht ausdriicken; in unserer
Sprache mit H und G ist diese Bedingung jedoch nicht definierbar. Man
betrachte die Bedingung (Eins), dafl T eine Einermenge sei, d.h. die Bedin-
gung Jx:zx €T &Vy:y €T = x =y. In diesem Fall gibt es keine Formel
A derart, daf fiir alle Strukturen K gilt: Wenn K |= A, dann Eins(K).

Ein interessanteres Beispiel ist die Bedingung

(Lin) Linearitét a<bodera=>boderb<a

Auch diese Bedingung ist, wie wir gleich sehen werden, nicht durch ein
Zeitaxiom definierbar.

Frage 2: Gibt es fiir jedes Zeitaxiom eine korrespondiernde Strukturbe-
dingung? D.h., gegeben ein Formelschema A, gibt es dann eine Bedingung
(Kond) so, dal K = A gdw Kond(K)?

Antwort: Auch nicht. Einige Formeln definieren keine Bedingungen. Das
mag angesichts der Standardiibersetzung zunéchst iiberraschend sein. Wir
werden ein Beispiel fiir eine solche Formel kennenlernen.

Strukturbedingungen. Hier ist eine Liste der wichtigsten Bedingungen
fiir Zeitstrukturen. Zusammengenommen fordern sie, dafl die Zeitordnung
transitiv ist, daf} sie in beide Richtungen linear verlduft und unendlich ist,
und daf sie kontinuierlich (dicht) ist.
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(Trans)  Transitivitét a<b&b<c=a<c

(R-Lin)  R-Linearitét a<b&a<c=
b<coderb=coderc<b

(L-Lin) L-Linearitét a<c&b<c=

a<bodera=>boderb<a
(R-Erw)  R-Erweiterbarkeit 3b:a <b
(L-Erw)  L-Erweiterbarkeit Ja:a <b
(Dicht) Dichte a<c=3d:a<b&b=<c

In der Liste fehlt die in der Antwort auf die erste Frage erwéahnte starkere
Formulierung der Bedingung der Linearitat,

(Lin) Linearitét a<bodera=>boder b<a

(Lin) impliziert natiirlich (R-Lin) und (L-Lin), jedoch nicht umgekehrt, wie
die folgende Struktur P (fiir “parallel”) zweier unverbundener Ketten (die
auch die anderen Bedingungen erfiillt) zeigt:

- a8 —>be —ce ...

P
- adle —be—ce ...

Die Parallelstruktur P erfiillt L- und R-Linearitdt aber nicht (Lin). Die
Teilstrukturen

Pi: - ae —>be —sce --- Py: - de—be—ce ...

sind natiirlich beide linear. Nun ist es aber so, dafl in P und in Py (wie
auch in Ps) dieselben Formeln giiltig sind (siehe z.B. [27, pp. 146f.]). Also
gibt es keine zeitlogische Formel, die zwischen der LR-linearen Struktur P
und der linearen Struktur P; unterscheiden kann; d.h. es gibt keine Formel
A derart, dafl wenn K |= A, dann Lin(K). Die Bedingung der Linearitét ist
nicht durch eine Formel definierbar.

Korrespondenzen. An einem einfachen Beispiel wollen wir nun zeigen,
wie man die Korrespondenz zwischen einem Axiom und einer Strukturbe-
dingung nachweist. Dazu gehen wir von einem Axiom aus, das fiir eine
Zeitlogik keine gute Wahl ist,

(TH) HA — A,
was frither immer wahr war, ist wahr. Per (Spiegelung) ist TH iibrigens

dquivalent zu TG (Satz 8), und beide Schemata definieren dieselbe Struk-
turbedingung, wie wir gleich sehen werden.
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SATZ 10. Das Aziom HA — A korrespondiert mit der Strukturbedingung
(Refl) a < a.

BEWEIS. Zu zeigen ist: (LR) wenn £ = HA — A, dann Refi(K); und
(RL) umgekehrt.

LR: Angenommen eine Struktur (T, <) sei nicht reflexiv, d.h. T enthalte
einen Punkt @ mit (1) @ £ a. Auf einer solchen Struktur wéhlen wir ein
Modell (T, <, I) so, da$ fiir mindestens ein Atom P

(2) Ve : I(P,xz) =1gdw z < a.

I wird dann zu = wie iiblich (p. 36) fortgesetzt. Wir haben also unmittelbar
aus (2),

(3) Ve:x<a = x =P,

und also (4) a = HP. Aus der Annahme (1) und (2) (nun in umgekehrter
Richtung) folgt aber (5) a & P. Hier ist eine Skizze des Modells:

— e —r & — eq
HP
P -P

Aus (4) und (5) folgt a = HP — P. In einer nicht-reflexiven Struktur kann
also TH falsifiziert werden.

RL: Wir betrachten eine reflexive Struktur & und zeigen, dal a = HA —
A fiir einen beliebigen Punkt in einem beliebigen Modell auf . Wir nehmen
also an, dafl a = HA (und zeigen, dafl a = A). Die Annahme bedeutet,
da Vz : z < ¢ = z = A, woraus aufgrund der Reflexivitdt von < das
gewiinschte a = A folgt. .

Tansitivitat

Im weiteren betrachten wir Korrespondenzen, die besser in die Zeitlogik
passen als diejenige, welche wir in Satz 10 nachgewiesen haben. Wir be-
ginnen mit der Bedingung der Transitivitdt der Relation < und zeigen, dafl
diese durch das Axiom 4G definiert ist.

(Trans)  Transitivitét a<b&b<c=a<c
4G. GA — GGA

Der Nachweis, daf 4G in Trans(K) giiltig ist, sei dem Leser iiberlassen (nach
dem Muster des RL-Teils des obigen Beweises).
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Dafl die Giiltigkeit von 4G die Eigenschaft der Transitivitdt erzwingt,
zeigen wir wie folgt. Wir betrachten ein Modell auf einer Struktur, in der
< nicht transitiv ist (und zeigen, daf in diesem Modell eine Instanz von 4G
falsifiziert werden kann). Das Modell bestehe aus drei Punkten mit b = P
und ¢ | —P:

ae — be — ce
P -P

Wir nehmen ferner an, dafi @ £ ¢! In diesem Modell gilt a = GP, jedoch
nicht b = GP und also auch nicht a = GGP; somit a = GP — GGP.
Ubrigens wiirde statt 4G auch irgendeines der Schemata

4H HA — HHA
4p PPA — PA
4F FFA — FA

dem Zweck dienen. Daf3 alle vier Versionen des 4-Schemas dquivalent sind,
konnen wir durch Modellbetrachtungen bestatigen. Alternativ betrachten
wir z.B. das System K; + 4G und erinnern uns, daf} in diesem System auch
das duale Schema 4F ableitbar sein muf} (Satz 7). Sodann leiten wir in dem

System 4P ab.?

(1) GPA — GGPA 4P

(2) A—GPA B

(3) A— GGPA 1,2 KL

(4) PPA— PPGGPA 3, Monotonie

(5) —-GPA — HF-GPA B

(6) —-HF-GPA — GPA 5, KL

(7) PGGPA — GPA 6, Def.

(8) PPGGPA — PGPA 7, Monotonie

(9) PPA— PGPA 4,8, KL
(10) HA — HFHA B
(11) PGPA — PA 10, Dualitit
(12) PPA— PA 9,11, KL

SchlieBlich stellen wir fest, dal aufgrund der Dualitdt von 4P und 4H auch
dieses letzte Schema ableitbar sein mufl. Genauso konnen wir mit jeder
Erweiterung von K; um eines der vier Schemata verfahren; so stellen sich
die Schemata in K; als dquivalent heraus.

5 Die Ableitung folgt Burgess in [43, p. 28].
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Linearitat

Die Bedingung, dal die Zeit linear verlauft, besteht aus zwei Teilbedin-
gungen: Erstens, dafl die Vergangenheit eine Kette von Zeitpunkten bildet,
und zweitens, daf§ die Zukunft eine solche Kette bildet (und beide Teile
derselben Kette sind). Wenn wir z.B. geschichtliche Zeit betrachten, dann
nehmen wir meist an, daf§ die erste aber nicht die zweite Bedingung zu trifft.
Die Vergangenheit ist abgeschlossen; sie ist eine Verkettung von Ereignis-
sen. Die Zukunft ist jedoch offen; in ihr verzweigen sich die Ereignispfade
in verschiedene Moglichkeiten, wie es weiter gehen kénnte.

Hier ist die Bedingung der Linearitdt der Zukunft zusammen mit dem
korrespondierenden Formelschema:

(R-Lin) R-Linearitdit a<b& a<c = b<coderb=coderc<b
H,. FANFB - F(AANFB)VF(AAB)VFFAAB)

H, = (R-Lin). Dieses Gegenmodell zu (R-Lin) hatten wir schon oben

betrachtet:
ob A -B

/!

ae

N\
oc B, -A

Es ist leicht zu sehen (und hier mit Buchstaben angedeutet), dafi man in
diesem Modell Einsetzungen fiir A und B wahlen kann so, dafl das An-
tezedens von H, wahr und das Konsequens falsch ist. Also erzwingt die
Wahrheit des Schemas in einem Modell, dafl das Modell rechts-linear ist.

(R-Lin) = H,. Umgekehrt ist die Bedingung (R-Lin) hinreichend, um in
einem Modell das Schema H, zu verifizieren. Dazu nehmen wir an, daf (1)
a = FAund a = FB (und zeigen unter Verwendung der Bedingung, daf a =
Konsequent). Dann (2) 3b:a < bmit b = A und (3) Jc: a < ¢ mit ¢ | B.
Nach (R-Lin) haben wir jetzt (4a) b < ¢ oder (4b) b = ¢ oder (4¢) ¢ < b.
Unter den Annahmen geniigt jeweils eines dieser Disjunkte, um zu zeigen,
daB (a) a = F(AAFB) oder (b) a = F(AA B) oder (¢) a = F(FAA B).

Die Bedingung der Linearitat der Vergangenheit und das dazu passende
Formelschema verhalten sich spiegelbildlich zu dem Paar, das wir gerade
betrachtet haben:

(L-Lin) L-Linearitit a<c& b<c = a<bodera=boderb~<a
Hy. PAAPP — P(AANPB)VP(AAB)VPPAADB)

Der Nachweis der Korrespondenz ist vollig analog zu dem gerade bespro-
chenen Paar.



58 ZEITLOGIK II.

Aufgrund der Dualitdtsbeobachtung in Satz 7 kénnen wir H,. und H, auch
jeweils durch ihre dualen Formen ersetzen:

He G(AVGB)AG(AV B)AG(GAV B) — GAV GB
HY H(AVHB) AH(AV B) AH(HAV B) - HAV HB

Erweiterbarkeit (Unendlichkeit)

Die Zeit ist unendlich: Sie hat keinen Anfang und kein Ende. Auch
dies ist eine Konjuktion zweier Behauptungen, namlich , dafl die Zeit sich
unendlich fortsetzt, erstens, in die Vergangenheit (L-Erw) und, zweitens,
in die Zukunft (R-Erw). Die zu diesen Bedingungen korrespondierenden
Formelschemata sind

(R-Erw) R-Erweiterbarkeit db:a=<b
D,. GA—FA

(L-Erw) L-Erweiterbarkeit da:a<b

Das kleinste Gegenmodell zu D,. besteht aus nur einem Punkt:

ae

GA,—FA

Man beachte, dafl a = GA gdw Vb :a < b = b = A. Da es kein b mit
a < b gibt, ist die Bedingung fiir a |= GA auf triviale Weise erfiillt wahrend
die Bedingung fiir a = FA nicht erfiillt ist. Wenn also D,. in einem Modell
wahr sein soll, dann muf} die Bedingung (R-Erw) gelten.

Fiir die umgekehrte Richtung nehmen wir an, dafl GA an einem Punkt a
wahr ist, d.h. wenn a eine Zukunft hat, dann ist A wahr an allen Punkten
dieser Zukunft. Nun garantiert (R-Lin) genau diese Bedingung, d.h. a hat
eine Zukunft. Also gibt es Punkte in der Zukunft von a, an welchen A wahr
ist.

Mit dem Nachweis der Korrespondenz zwischen (L-Erw) und D,. verfahren
wir analog.

Dichte

Die Zeit ist nicht nur in die Vergangenheit und Zukunft unendlich (er-
weiterbar), sondern auch zwischen je zwei Zeitpunkten. Wir stellen uns die
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Zeit als ein Kontinuum vor, d.h. so, daf} zwischen je zwei Zeitpunkten im-
mer noch ein weiterer Zeitpunkt liegt. Die Zeitpunkte sind dicht geordnet,
wie die reellen Zahlen R.

(Dicht) Dichte a<c=3db:a<b&b=<c
4cG. GGA — GA

Die Formel 4cG ist die Umkehrung von 4G, welche die Eigenschaft der
Transitivitdt ausdriickt. Aufgrund von Uberlegungen wie wir sie bei der
Besprechung von 4G angestellt haben, ist 4cG &quivalent zu jedem der fol-
genden Schemata:

4cH HHA — HA
4cP PA — PPA
AcF FA— FFA

Um uns davon zu iiberzeugen, dafl das Schema die Bedingung fordert, be-
trachten wir ein Modell mit nur drei Punkten:

ae — be — ce
GGP GP
-GP —-P P

Ein Atom P sei so interpretiert, dafi b = P und ¢ = P. Dann b = GP und
also a = GGP. Da jedoch die Zukunft von a nur aus b besteht, so haben
wir a [~ GP.

Fiir die umgekehrte Korrespondenzrichtung (die Bedingung ist hinrei-
chend fiir das Schema) nehmen wir an, dafi (1) a = GGA (und zeigen, daf
a = GA). Wir nehmen weiter an, daf (2) a < b (beliebiges b) (und zeigen,
daB b = A). Packen wir die Wahrheitsbedingung von (1) aus, dann haben
wir (3): Vay :a <zund z <y = y = A. Aber aus (2) erhalten wir per
(Dicht): (4) 3z : a < x und z < b. (4) gibt uns eine Instanz des Antezedens’
von (3); daher b = A, wie gewiinscht.
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9. Definierbarkeit und Tempora in K}

K} = K; + HD4! sei die Erweiterung von K; mit den folgenden Axiomen:

H, FAAFB = F(AANFB)VF(AAB)VF(FAAB)
H, PAAPB — P(AAPB)VP(AAB)VP(PAAB)
D, GA—FA
D, HA — PA
41 GGA + GA

Es sei S* die Klasse aller Strukturen, welche die o.g. Eigenschaften erfiillen;
also aller transitiven, L- und R-linearen, L- und R-erweiterbaren, sowie
dichten Rahmen. Aufgrund der vorhergehenden Uberlegungen sind Theo-
reme dieser Logik genau solche Formeln, die giiltig sind in der Strukturklasse
S*, d.h, es gilt der folgende Satz.

Sarz 11. K = Th(S*).

Insofern also S* die Struktur der Zeit richtig und vollstdndig angibt (eine
unendlich in die Vergangenheit und Zukunft reichende, dichte Kette von
Momenten), beschreibt K} die Logik der Zeit in unserer Zeitsprache mit
den Operatoren H und G.

Definierbarkeit. Kj kommt der Logik der Zeit — so wie sie etwa in der
klassischen Physik verstanden wird — ziemlich “nahe”; aber es gibt einige
Probleme. Kurz gesagt, fangt K} auch Strukturen ein, von denen wir nicht
sagen wollen, daf} sie die Zeit reprédsentieren. D.h. die Menge S* enthalt
neben den Strukturen, die wir im Sinne haben, wenn wir an die Zeit denken,
auch solche, an die wir dabei nicht denken.

Nicht-intendierte Strukturen
— Strukturen mit Parallelzeiten (wie oben beschrieben) sind in S* enthalten.

— S* enthélt neben der intendierten (R, <)-Struktur auch die nicht-inten-
dierte (Q, <)-Struktur (R: die reellen Zahlen; Q: die rationalen Zahlen).
Denn auch Q erfiillt die Bedingung der Dichte: Zwischen je zwei ratio-

nalen Zahlen a und b liegt das arithmetische Mittel 4™.)

— Auch alle reflexiven Einpunktstrukturen, ({a}, <) mit a < a, sind in S*.

— Ebenso verhélt es sich mit den zyklischen Strukturen ({aq, ..., a5}, <) mit
a; < <ap <ag.
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Jede dieser nicht-intendierten Strukturklassen T ist also in der Struktur-
klasse S* enthalten, d.h.
T C S*.

Die in S* giiltigen Formeln sind also auch in T giiltig, d.h.
Th(S*) C Th(T).

Da nach Satz 11, Th(S*) = K}, so gelten also die Theoreme von Kj fiir
einen weiteren als den intendierten Bereich der Zeit. Anders gesagt: Kj
gibt zwar logische Eigenschaften von H und G wieder, wenn wir diese als
Vergangenheits- und Zukunftsoperatoren in der Zeit interpretieren. Aber
diese logischen Eigenschaften legen die Interpretation von H und G nicht
als Operationen in der Zeit fest. Somit dréangt sich die Frage auf, ob wir
weitere logische Eigenschaften der Operatoren angeben konnen, d.h. weitere
Axiome finden konnen, welche K so erweitern, dafl wir genau die Logik der
Zeit und von keinen davon verschiedenen Strukturen erhalten. Es stellt sich
heraus, dafl das nicht vollstandig gelingen kann.

Irreflexivitat

Wir haben oben gesehen, daf es fiir die Bedingung der Reflexivitét aller
Punkte ein korrespondierendes Axiom gibt, ndmlich HA — A. Jetzt fragen
wir, ob es ein Axiom geben kann, welches Strukturen mit reflexiven Punkten
ausschliefit. Damit ist folgendes gemeint (vgl. Def. 9): Gibt es ein Axiom X
so, daf fiir alle Kripke-Strukturen S, S = X genau dann, wenn S irreflexiv
ist (d.h. fiir kein @ € T haben wir a < a)? Wenn das so ist, dann haben
wir Kj + X = Th(Irr(S*)). Unter der Annahme, daf§ die Frither-Spéter-
Relation der Zeit irreflexiv ist, wire K; + X einer Logik der Zeit daher
ahnlicher als Kj.

Wir nehmen einmal an, dafl es eine solche Formel X gibt, d.h. fiir alle
Kripke-Strukturen S:

(%) S E X gdw Irr(S)

Die Struktur der ganzen Zahlen, Z = (Z, <) ist eine Kripke-Struktur mit
der natiirlichen irreflexiven Ordnung <. Also folgt aus (x),

ZEX.

Nun betrachten wir die Reduzierung f von Z auf die Einpunkt-Struktur
f(2) = ({a}, <) derart, dafl

N VeeZ: f(x) =aund f(z) < f(y) gdw = < y.
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-2 -1 0 1 2
R > @ > 0 > @ > 8
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a

Auch das ist eine Kripke-Struktur. Es ist klar, daf die in (f) definierte
Relation < reflexiv ist (angedeutet durch den ungefiillten Punkt a). Nun
betrachten wir ein Paar von Modellen M auf Z und M’ auf f(Z) so, daf
fur alle x € Z und alle Atome P,

(P) B Pgdw f(2) B g P

Aus unserer Annahme (1) folgt, dafl X an allen Punkten in M wahr ist.
Da der Punkt a in M’ (d.h. f(z) fiir beliebige € Z) refleziv ist, miifite
X an diesem Punkt falsch sein. Aber das ist nicht der Falll Denn durch
Induktion iiber A kénnen wir ganz allgemein zeigen:

Fiir alle x € Z, wenn x = pq A, dann f(x) F 0 A

(Es gilt iibrigens auch die Umkehrung.) Entgegen unserer Annahme, kann
X also tatséchlich nicht irreflexive von reflexiven Strukturen unterscheiden.

Beweis der Behauptung: Der Fall A = P ist durch (P) gegeben. Die
wahrheitsfunktionalen Zusammensetzungen sind Routine. Es sei nun A =
HB. Angenommen (1) x FHB in M. dh. Vy:2 <y = y E B. Wir
nehmen ferner an, daf (2) f(z) < f(y) in M’ (und zeigen, da88 f(y) = B.)
Aus (2) und (f) folgt, dal < y und also aus (1), y = B. Darauf wenden
wir die LH. an und erhalten f(y) = B, wie gewiinscht. .

Die Abbildung f von Z nach f(Z) ist ein Fall einer p-morphen Abbil-
dung. Ohne an dieser Stelle ins Detail zu gehen, gilt fiir p-Morphismen p

von Kripke-Strukturen auf Kripke-Stukturen allgemein (jedoch nicht umge-
kehrt):

Wenn S = A, dann p(S) = A.

Von dieser Beobachtung ausgehend, kénnen wir das Argument oben so
abkiirzen: Wenn (%) und also Z | X, dann auch f(Z) E X. Da aber
—Irr(f(Z)), so folgt wiederum aus (x), dal f(Z) = X — Widerspruch. Also



9. DEFINIERBARKEIT UND TEMPORA 63

kann es keine Formel X geben, welche die Struktureigenschaft der Reflexi-
vitdt im Sinne von (*) definiert.

Die Modelle M und M’ sind einander in besonderer Weise #hnlich. Zwi-
schen den Modellen besteht gewissermaflen eine extrinsische und intrinsi-
sche Gleichheit der Punkte: Sie unterscheiden sich nicht im Hinblick auf die
Ubergangsmoglichkeiten zu weiteren Punkten mittels der jeweiligen Rela-
tion; und die Atome sind iiber sie auf gleiche Weise verteilt. Den genauen
Sinn dieser zwei Aspekte geben die Bedingungen (f) und (P) an. Diese
“Ahnlichkeit” ist eine Erscheinungsform einer allgemeineren Beziehung zwi-
schen Modellen, Bisimulation genannt, die wir im Kapitel III iiber Modal-
logik eingehender behandeln werden. Die néchste Beobachtung, iiber Li-
nearitat, beruht ebenfalls auf einer Bisimulation zwischen Modellen.

Linearitat

Parallelzeiten, d.h. zwei (oder mehr) nebeneinander herlaufende Ketten,
konnen wir durch die Bedingung der Linearitét, (Lin), ausschlieBen:

(Lin) a—<bodera=>boder b<a

Aber ist (Lin) durch ein zeitlogisches Axiom definierbar?

Wenn es ein solches Axiom L gébe, dann miifite es in allen linearen Struk-
turen giiltig sein und in nicht-linearen Strukturen falsch werden konnen.
Wir betrachten jetzt die disjunkte Vereinigung £1® Lo zweier linearer Struk-
turen £1 und Ls: Das ist z.B. die parallele aber unverbundene Zusammen-
fassung zweier Ketten von Momenten zu einer neuen Struktur (vgl. das Bild
auf p.54). Im Gegensatz zu £; und Ly ist die Vereinigung £1 @ L5 nicht
linear. Wir wiirden daher erwarten, dafl £; @ Lo = L. Aber das ist nicht
der Fall. Denn wir kénnen ganz allgemein folgendes beobachten:

Wenn 81 = A und So = A, dann S1 8 Ss E A.

Tempora. Dafl “es war einmal” und “es wird einmal” verschiedene
Zeitmodi (Tempora) audriicken, leuchtet sofort ein. Mit der Beurteilung
zusammengesetzter Tempora tuen wir uns jedoch schwer. Selbst in der
deutschen Grammatik vorgesehene komplexe Tempora wie das Plusquam-
perfekt “hatte” und das Futur II “wird einmal gewesen sein”, werden in
der Umgangssprache eher gemieden. Aber auch fiir diese Tempora ist klar,
daB sie distinkt sind; wir kénnen sie iibrigens mit PP bzw FP wiedergeben.
Ein niitzlicher Aspekt der Zeitlogik und ihrer Semantik besteht darin, dafl
sie uns erlaubt, beliebig komplexe Tempora sicher zu interpretieren. Ohne
eine solche Hilfe konnen uns in dieser Hinsicht schon relativ einfache Tem-
pora iiberfordern. Wie sieht es z.B. aus mit “es war immer der Fall, daf} A
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FP=PF

Der 15-Zeiten-Satz
von Hamblin

(logische Implikation
von unten nach oben).

GH=HG

immer wahr sein wird” einerseits und “es wird immer wahr sein, daf3 A im-
mer der Fall war” andererseits? Sind das logisch distinkte oder dquivalente
Tempora? Und wieviele logisch distinkte Tempora gibt es in K {iberhaupt?

Wie man die Frage angehen kann, verdeutlichen am besten einige beispiel-

hafte Uberlegungen.

Angesichts 4 and 4c sind GA und GGA logisch dquivalent. In diesem Sinne
macht K} keinen Unterschied zwischen den zwei Tempora G und GG.

Fortgesetzte Iteration per 4 und Reduktion per 4c zeigt, dafl
GA+~G---GA

fiir beliebige (endliche) Iterationen von G.
Dasselbe gilt fiir F, H und P.
Interessantere Aquivalenzen (siehe [43, p. 30f.]) sind

FPA <> PFA und GHA < HGA.

FP (bzw. PF) ist das logisch schwéchste Tempus. Denn fiir alle Tempora
T (einschl. dem “leeren” oder Gegenwartstempus) gilt: - TA — FPA.
Dagegen ist GH das stirkste Tempus: GHA — T A. (FPA sagt, da§ A
irgendwann einmal wahr gewesen sein wird; GHA sagt, da A immer
durchgehend wahr gewesen sein wird.)
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Wieviele logisch distinkte Tempora (in einer Sprache mit {P,H,F,G})
verbleiben also in K} und in welchen Implikationsverhéltnissen stehen sie
zueinander? Die Frage beantwortet auf erfreulich iiberschaubare Weise der
Satz von Hamblin (1958, cf. [232, pp. 45-50] und [43, pp. 29-33]), den wir
im Diagramm oben zusammengefafit haben.

10. Zwei Stellen: Seit und bis

Nach Hamblins Satz konnen wir in der Logik K} fiir die Sprache L; 15
logisch verschiedene Tempora ausdriicken. Einige dieser Tempora haben
natiirliche Entsprechungen in natiirlichen Sprachen; darunter, wie schon
erwahnt, FP (Futur II) und das PP (Plusquamperfekt). Andere haben keine
solchen Entsprechungen. Z.B. das Spiegelbild PF des Futur II: ;Peter hat
gegessen werden?. Wiederum andere temporale Konstruktionen sind jen-
seits der Reichweite von L;. Dazu gehoren der Gegenwartsoperator Jetzt,
den wir im néchsten Abschnitt behandeln werden, und Operationen in de-
nen wir beschreibend auf Zeitpunkte Bezug nehmen, wie in

(1) Seit Ulla gegessen hat, ist sie nicht mehr hungrig, oder
(2) Bis Ulla gegessen haben wird, wird sie hungrig sein.

Offenbar sind diese beiden Operatoren zweistellig wie ein Konditional.
In (1) und (2) driickt der Satz (A) “Ulla it” so etwas wie eine tem-
poral geladene Bedingung aus fiir den Satz (B) “Ulla ist hungrig”. Die
Verkniipfungen seit und bis setzen (A) und (B) in ein temporales Verhéltnis
zueinander. Der Satz (2), also A bis B, driickt aus, dafl es einen Zeitpunkt
in der Zukunft gibt, zu dem Ulla essen wird, und dafl sie bis zu diesem
Zeitpunkt hungrig sein wird. Ganz allgemein ist A bis B jetzt wahr, wenn
es einen Zeitpunkt in der Zukunft gibt, zu dem die Bedingung B eintritt,
und bis dahin A wahr sein wird. Und A seit B ist jetzt wahr, wenn es einen
Zeitpunkt in der Vergangenheit gab zu dem B eintrat, und seitdem A der
Fall war. In Zeitmodellen konnen wir das so beschreiben:

(seit) al= Aseit Bgdw 3c:c<aund ¢ = B,
und Vbo:c<b<a=>bEFA
(bis) a = Abis B gdw Jc:a < cund ¢ E B,

und Vo:a<b<c=>bEA

Der aufmerksame Leser wird eine kleine Unstimmigkeit zwischen (1) und
der Wahrheitsbedingung (seit) bemerkt haben. Der Satz (1) konnte an
einem Punkt a namlich so wahr sein: Ulla hat zum Zeitpunkt a gegessen
(B) und ist ab und einschlieBlich a nicht mehr hungrig (A). Wenn wir
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aber auf die Klausel (seit) fiir A seit B schauen, dann sehen wir, dafl B
an einem Punkt ¢ in der Vergangenheit von a wahr sein muf}, und daf die
Punkte b, an denen A wahr ist den Punkt a nicht einschliefen diirfen. Also
etwa: Ulla war satt, seit sie gegessen hatte. Offenbar lassen also bis und seit
Varianten zu, je nachdem wie stark Vergangenheits- und Zukunftsaspekte
in den Vordergrund gestellt werden. Eine Lesart, die weniger strikt als (seit)
ist und fiir den Satz (1) naheliegender ist, ist diese:

(seit”) ak= Aseit’ Bgdw dc:c<aund ¢ | B,
und Vb:c<b=<a=bEA,

wobei a = b kurz ist fiir: a < b oder a = b. Eine ensprechende Modifizierung
des strikten bis sieht so aus: 6

(bis") al= Abis' Bgdw 3c:a <cund ¢ | B,
undVb:c<b<a = b= A

Fiir unsere Zwecke sind die strikten seit- und bis-Operatoren die bessere
Wahl. Denn wir kénnen die nicht-strikten Operatoren seit’ und bis’ einfach
per Definition einfithren:

Aseit’ B := ((Aseit B)AA)V B
Abis' B := ((Abis B) A A)V B.

Umgekehrt kénnen wir jedoch nicht die strikten aus den nicht-strikten Ope-
ratoren zu definieren.

Wenn wir die Klauseln fiir die zweistelligen Operatoren seit und bis mit
denen fiir die einstelligen Zeitoperatoren vergleichen, dann fillt auf, dafl
jene mit drei (statt zwei) Variablen iiber Zeitpunkte formuliert sind. Die
Form der beiden Klauseln ist

Va(Fia < Je(Frac A Fse AVb(Fyabe — Fsb))).

Keine der verwendeten Variablen wird fir eine Teilformel wieder frei. Also
kénnen wir die Anzahl der Variablen nicht durch geschickte Wiederver-
wendung reduzieren. Im Gegensatz zu einer Sprache in {P,H,F, G} wer-
den fiir die Standardiibersetzung einer zeitlogischen Formeln, in der auch
die Operatoren seit und bis vorkommen, in eine Sprache erster Stufe nicht

6 Diese Lesart von bis wird in Logiken der Programmuverifizierung als Until-Operator
zugrunde gelegt. Siehe [115] fiir eine kurze Darstellung solcher Logiken.
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weniger als drei Variablen bendétigt. Tatséchlich kénnen wir zeigen, dafl
nicht mehr als drei Variablen bendtigt werden; vgl. p.52. Daher ist eine
Formel genau dann ein Theorem einer Zeitlogik mit seit und bis, wenn
deren Standardiibersetzung ein Theorem des um die entsprechenden zeit-
logischen Axiome erweiterten Drei-Variablenfragments der Pradikatenlogik
erster Stufe ist. Im Gegensatz zum Zwei-Variablenfragment ist letzteres
jedoch nicht allgemein entscheidbar.

Die neuen Operatoren erweitern nicht nur Ausdruckskraft unserer for-
malen Sprache; sie konnen sogar die bisher betrachteten einstelligen Ope-
ratoren ersetzen. So besagt T bis A, daf es einen Zeitpunkt in der Zukunft
gibt, zu dem A wahr ist und das bis dahin T wahr ist. Aber T ist immer
wahr. Also ist T bis A genau dann wahr, wenn zukiinftig einmal A wahr
ist. Das ist genau die Wahrheitsbedingung fiir FA. Also haben wir

FA < T bis A.
Ebenso stellen wir fest, daf3

PA < T seit A.

Die beiden Aquivalenzen kénnen wir im Sinne von Definitionen von F und
P verwenden. So sind die zweistelligen Operatoren ausreichend um alles
auszudriicken, was in der Sprache mit den einstelligen Operatoren aus-
gedriickt werden kann. Da sich aber umgekehrt die zweistelligen nicht aus
den einstelligen Operatoren definieren lassen, so ist das Paar (bis, seit) strikt
ausdrucksstérker als das Paar (P,F) bzw. das funktional dquivalente Paar

(H,G).

11. Zwei Punkte: Jetzt

Im letzten Abschnitt haben wir Zeitoperatoren betrachtet, die ausdrucks-
starker sind als die bekannten einstelligen Operatoren: Jene lassen sich auf
diese nicht zuriickfithren, umgekehrt aber schon. Die jeweiligen Bedeutun-
gen dieser zweistelligen Tempora konnten wir in Kripke-Strukuren angeben.
Dabei fiel Raum fiir Variationen auf, die wir auch in natiirlichsprachlichen
Verwendungen von seit und bis finden.

Nun wollen wir abschlieend einige Tempora behandeln, die ebenfalls
prominent in der natiirlichen Zeitrede vorkommen, z.B. der Ausdruck zur
Bezeichnung der Gegenwart, jetzt. Dieses und verwandte Tempora fallen
dadurch auf, daf} sie jenseits der Modellierungsmoglichkeiten von Kripke-
Modellen liegen.
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Das klingt zunéchst merkwiirdig. Kann die Gegenwart nicht einfach durch
die Abwesenheit eines Tempus ausgedriickt werden? Z.B. so:

a = Es schlagt acht

ist wahr, wenn es jetzt, das heifit zum Zeitpunkt a, acht schlagt.

So weit, so gut — oder auch nicht. Was garantiert, daf jetzt=a ist? Den
Sinne dieser Frage kann man sich auf folgende Weise deutlich machen. Was
jetzt wahr ist, dafl wird fiir den jetzigen Zeitpunkt auch in Zukunft wahr
bleiben:

Wenn es jetzt acht schlégt, dann wird es in aller Zukunft wahr sein, dafl
es jetzt acht schlagt, und umgekehrt.

Um die formale Strukur eines solchen Satzes wiederzugeben, brauchen wir
einen Operator fiir die Gegenwart, den wir in andere Tempora einbetten
konnen: z.B. “in Zukunft wird es wahr sein (G), dafl es jetzt acht schlagt”.
Wir notieren diesen Jetzt-Operator mit @, und schreiben den Satz so auf:
GQ(Es schlagt acht).

Nun ist es eine Binsenweisheit, dafl die Gegenwart durch die Abwesenheit
eines Tempus ausgedriickt wird: Wenn es acht schlagt, dann schléagt es jetzt
acht, und umgekehrt. In einer Formel driicken wir das allgemein so aus:

(J) QA & A

Da (J) nicht zuféllig wahr ist, sondern in der Bedeutung des Wortchens
jetzt begriindet ist (“zur Logik von jetzt gehort”), sollten wir die Wahr-
heitsbedingung fiir Sétze der Form @A so wihlen, dafl (J) giltig ist. Das
ist die erste Bedingung. In Modellen auf Kripke-Rahmen koénnen wir diese
Bedingung nur so erfiillen:

(A) a |E QA gdw a | A.

Die zweite Bedingung ist, dal A und @A im Skopus eines Tempus, z.B.
P, nicht einfach austauschbar sind. Wenn es jetzt, zum Zeitpunkt 8, acht
ist, dann ist der Satz Es war einmal sieben wahr. Aber daraus folgt sicher
nicht, daf§ um 8 der Satz Fs war einmal, dafi es jetzt sieben ist wahr ist
— denn jetzt, um 8, ist es acht und nicht sieben. Etwas anders kann man
sich das auch klar machen, indem man den — zugegeben, nicht besonders
natiirlichen aber verstéandlichen — Satz

Es war einmal, daf3 es sieben schlug und jetzt acht schlagt

betrachtet. Diesen Satz, von dem wir einmal annehmen, dafl er wahr sei,
wollen wir so wiedergeben:

(1) P(7 A @8)
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Wenn nun 8 und @8 austauschbar sind, dann sagt (1) das Gleiche wie
(2) P(TA8),

d.h.: Es war einmal, dafl es zugleich 7 und 8 schlug. Da 7 # 8, kann es
einen solchen Zeitpunkt unmoglich gegeben haben. Allgemein gesprochen,
sollte also

) PB[A] <> PB[QA/A]

nicht giiltig sein.

Es ist unmittelbar klar, dafl die beiden genannten Bedingungen, (A)
und die Verneinung von (), nicht zusammenpassen. Hier ist das Argu-
ment, welches die Unausweichlichkeit von (}) in Kripke-Modellen, welche
(A) erfiillen, zeigt:

al=PQA gdw Iz :x <aund z = @A (nach (P))
gdw Jz:z <aund x = A (nach (A4))
gdw a = PA (nach (P))

Kripke-Modelle sind also grundséatzlich nicht in der Lage, die Bedeutung
des Jetzt-Operators richtig wiederzugeben. Woran liegt das?

Der Jetzt-Operator hat den Zweck, dasjenige was folgt im Hinblick auf
den Zeitpunkt der Auﬁerung zu beurteilen. Wenn ich jetzt, am Punkt a,
auflere

Es wird einmal wahr sein, dafl es jetzt acht schlagt,

dann frage ich nach einem kiinftigen Zeitpunkt b zu dem das Urteil richtig
sein wird, dafl es zum Zeitpunkt der Auﬁerung, a, acht geschlagen hat. Wir
brauchen also zwei Referenzpunkte (zwei “Dimensionen”) fiir die Bewertung
von Jetzt-Aussagen: Den Zeitpunkt der AuBerung und den Zeitpunkt der
Beurteilung (der in der Vergangenheit oder Zukunft liegen kann).

Betrachten wir noch einmal a = P@QA. Der Zeitpunkt der Auﬁerung, a,
legt den Jetzt-Zeitpunkt fest, d.h. jetzt = a. Wenn wir die Bedingung fiir
P anwenden, dann erhalten wir

dr:x <aund z = QA.

Zwar kommt in dieser Bedingung der Zeitpunkt a der Auferung noch vor,
aber es ist nun der Zeitpunkt x, an dem wir die Wahrheit von @A beurteilen
sollen. Eigentlich sollten wir jetzt von z an den AuBerungszeitpunkt a
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zuriickverwiesen werden, um die Wahrheit von A zu beurteilen. Aber Be-
dingung (A) fordert fdlschlich, daf dafiir die Wahrheit von A am Punkt x
und nicht jetzt, d.h. am Punkt a beurteilt werden soll!

Das Problem 16sen wir, indem wir grundséatzlich immer beides, Beurtei-
lungs- und AuBerungspunkt im Auge behalten. Wir schreiben ab = A und
meinen: A ist wahr am Zeitpunkt a so, wie zum Zeitpunkt b geduflert.
Wenn sich in einer Formel nichts auf den Auﬁerungszeitpunkt bezieht, d.h.
nur Zeitoperatoren wie H und G, oder seit uns bis darin vorkommen, dann
brauchen wir die Information aus der zweiten Koordinaten nicht. Aber fiir
die richtige Interpretation des Jetzt-Operators ist diese wesentlich. Denn
jetzt ist ein indexikalisches Tempus, das auf den Zeitpunkt der AuBerung
zeigt. Gleichgiiltig wie tief @ in einen Satz eingebettet sein mag, wir miissen
den Zeitpunkt auf den die Auferung des Satzes zeigt, jederzeit abrufen
konnen. Genau das leistet diese Wahrheitsbedingung;:

(@) ab = QA gdw bb = A

Die Wahrheitsbedingung ist wie folgt zu lesen:

LR: Wir sind am Punkt a (linke Koordinate) und fragen nach der Wahr-
heit von @A am Punkt b geduBert (rechte Koordinate). Dazu begeben
wir uns nach b (jetzt linke Koordinate) und fragen dort nach der
Wabhrheit von A.

RL: Der Satz A ist wahr am Punkt b (linke Koordinate) so wie am Punkt
b geduBert (rechte Koordinate). Dann ist @A, so wie an b geduflert
(rechte Koordinate) an einem beliebigen Punkt a (linke Koordinate)
wahr.

Wenn wir Sprachen mit dem Jetzt-Operator @ interpretieren wollen, dann
miissen wir also zu zweidimensionalen Interpretationen iibergehen, d.h. wir
miissen nun Formeln an Paaren aus T' x T bewerten. Die Interpretationen
der nicht-indexikalischen Operatoren bleiben im Kern unveréndert. Der
AuBerungspunkt bleibt in der Hinterhand nur fiir den Fall, daB ein jetzt
davon Gebrauch machen muf. Also:

(P) ab = P gdw I(P,a) =1

(=) ab = —A gdw ab £ A

(N) abEAANBgdwabE A& abl= B
(H) abEHAgdwVr:z<a = zbE A
(G) abl=GAgdwVr:a<2 = b= A
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Und die abgeleiteten Bedingungen fiir P und F:

(P) abEPAgdwIr:z <a& bl A
(F) abEFAgdw Iz:a<z & abEA

Im Gegensatz zu PA ergibt sich nun fiir PQA diese Wahrheitsbedingung:

ab = PQA gdw 3z : & < a und zb = QA nach (P)
gdw 3z : 2z <aund bb E A nach (@)

Die letzte Zeile besagt einfach nur, dal A zum Zeitpunkt b wahr sein muf,
damit PQA, zum selben Zeitpunkt geduflert, am Punkt a als wahr beurteilt
werden kann — plus die Bedingung, dafl a iiberhaupt eine Vergangenheit
hat.

Das zuvor problematische Beispiel P(7A@8) wird nun so ausbuchstabiert:

ab=P(TANQ8) gdw Jz:x < aund zb =7 A Q8 nach (P)
gdw 3z iz < aund b = 7 & xzb = @8 nach (A)
gdw 3z :z <aund 2b =7 & bb =8 nach (@)

Die letzte Zeile gibt die Wahrheitsbedingung an, die wir erwarten: Zum
Zeitpunkt b geduBert, ist der Satz wahr zum Zeitpunt a, falls es in der
Vergangenheit von a einen Punkt gab, zu dem sowohl 7 wahr als auch die
Aussage, dal 8 zum Zeitpunkt b wahr ist, wahr war. Etwas vereinfacht sei
a = b der jetzige Zeitpunkt. Dann ist der jetzt geduBerte Satz jetzt wahr,
wenn 7 einmal wahr war, und es zu diesem vergangen Zeitpunkt auch wahr
war, daf} jetzt 8 wahr ist.

Und schlielich die Frage nach der ersten Bedingung, (J): Ist @QA < A eine
glltige Formel? Gltigkeit ist Wahrheit in allen Modellen (siehe Def. 1) und
eine Formel ist wahrin einem Modell, wenn sie an allen Punkten des Modells
wahr ist. Unsere Interpretationspunkte sind jetzt aber die Kreuzungspunkte
in der Matrix T2 =T x T

a b ¢
a aa ab ac
b ba bb be

c ca cb cc

Ubertragen wir die Definition von Wahrheit in einem Modell auf unseren
Fall, dann miissen wir Giiltigkeit beurteilen, indem wir das gesamte Feld
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der Matrix betrachten, also im Sinne von Wahrheit an allen Paaren in allen
Modellen:

o Aist logisch giiltig gdw fiir alle Modelle (T, <,I) und ab € T? : ab = A.

Unter dieser Definition ist (J) nicht logisch giiltig. Denn sei P ein Atom mit
unterschiedlichen Wahrheitswerten an den Punkten ¢ und b. Dann wird (J)
am Paar ab falsch:

ab = QP <> P gdw ab |= QP < ab|= P nach (<)
gdwbb =P < ab=P nach (@)
gdw I(P,b) = I(P,a) nach (P)

Dennoch konnen wir in gewisser Weise die erste Bedingung bedienen, daf}
(J) sich eines besonderen Status erfreue. Dieser Status besteht ja darin, daf
wir folgendes a prior: wissen:

Wenn die AuBerung zum Zeitpunkt a Es schligt acht zum Zeitpunkt a
wahr ist, dann ist die Auflerung zum Zeitpunkt a Jetzt schligt’s acht zum
Zeitpunkt a wahr, und umgekehrt.

Dieses Zusammenhang gilt nur, wenn wir ausgezeichnete Paare betrachten,
nédmlich Paare der Form aa auf der Diagonalen der Matrix, bei denen der
Punkt der Beurteilung zugleich der Punkt der AuBerung ist. Das a priori
Wissen, welches durch die Diagonale reprasentiert wird, fassen wir in eine
Definition:

e A ist indexikalisch giltig gdw fiir alle Modelle (T, <,v) und @ € T :
aa = A.

Man sieht sofort, dafl (J) indexikalisch giiltig ist.

Daf3 wir hier zwei Giiltigkeitsbegriffe (und also zwei Begriffen von Aquiva-
lenz) haben, stellt uns in diesem Fall nicht vor die Qual einer Wahl sondern
16st vielmehr unser Eingangsproblem, wie die zwei Bedingungen vereinbart
werden konnen. Denn

— einerseits wollen wir eine quivalenz im Sinne des Schemas (J), und
— andererseits wollen wir eine Aquivalenz, die Substituierbarkeit in beliebi-
gen Kontexten garantiert.

Indexikalische Aquivalenz gibt uns das erste, logische Aquivalenz das
zweite. 7

7 Der Ausgangspunkt der neueren Diskussion {iber zweidimensionale Semantik ist die
These, dafl Kamps Begriff der indexikalischen Giiltigkeit fiir die Explikation a priorischer
Wabhrheit genutzt werden kann; siehe [95].
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12. Die offene Zukunft

In Michel Houellebecqs Roman Unterwerfung wird ein erstaunliches poli-
tisches Szenario durchgespielt: eine Regierungsbildung in Frankreich unter
Fiithrung einer islamistischen Partei. Darauf mag ein Leser A so reagieren:

A: Das wird nicht passieren.

Leser B mochte widersprechen. Er sagt aber nicht “Das wird passieren” —
so weit mochte B sich nicht hervorwagen —, sondern

B: Das kann sehr wohl passieren.
Darauf wieder A:

A: Ja, aber so wie die Dinge sich entwickeln werden, wird es nicht
passieren.

Der Austausch klingt einerseits nach einer Kontroverse iiber zukiinftige
Ereignisse; andererseits scheinen die beiden aber auch aneinander vorbei
zu reden. A bestreitet nicht die Moglichkeit, auf die B hinweist; A bestrei-
tet, dal diese Moglichkeit wirklich wird.

Beide gehen von derselben Vorstellung aus. Im Gegensatz zur abgeschlos-
senen Vergangenheit ist die Zukunft noch offen. Die Geschichte kann auf
verschiedene Weise weitergehen. Wenn ich mich frage, was die Zukunft brin-
gen wird, dann ist die Frage in gewisser Weise unbestimmt: Welche Zukunft?
Die Geschichte ist wie ein Pfad, der an jedem Punkt mehrere mogliche Fort-
setzungen offenlaflt. Indem wir uns auf dem Pfad vorwéartsbewegen, lassen
wir vergangene Moglichkeiten unwiederbringlich hinter uns. Wir konnen
uns das als einen Baum vorstellen:

v
[ ]
Y v

Ein Zeitbaum ist eine strikte Quasiordnung (7, <), in der die Vergangen-
heit eines jeden Punktes eine Kette bildet; d.h. beliebige zwei Punkte haben
gemeinsame Vorganger und < ordnet die Vergangenheit jedes Punktes line-
ar:

a#a,
a<bundb<c=a<c¢
Vabdc:c<a & ¢ < b,
a<cund b<c = a<bodera=>oderb < a.
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Ein vollstandiger Pfad durch einen Zeitbaum reprisentiert eine mogliche Ge-
schichte. Eine Geschichte h ist also eine inklusionsmaximale Kette in 7', d.h.
wenn a € h und a < b oder b < a, dann b € h. Die Menge aller Pfade, die
durch einen gegeben Punkt a gehen ist die offene Geschichte H(a) am Punkt
a, also die Vergangenheit von a mit all ihren Verlangerungsmoglichkeiten in
die Zukunft: H(a) = {h:a € h}.

Es stellt sich nun die Frage nach einer formalen Sprache, welche in der
Lage ist, auf alternative Geschichten Bezug zu nehmen. Da die Vergan-
genheit jedes Punktes eindeutig bestimmt ist, diirfen wir erwarten, dafl
die Vergangenheitsoperatoren wie zuvor behandelt und Anderungen nur die
Zukunftsoperatoren betreffen werden. In den bahnbrechenden Arbeiten von
Prior, insbesondere in [232], wurden zwei Sprachen untersucht, die, so Prior,
auf Ockham bzw. auf Peirce zuriickgefithrt werden konnen. 8

Peirce-Sprachen. In Zeitbaumen ist der F-Operator offenbar sehr
schwach. Eine Formel FA driickt hier lediglich aus, dal A moglicherweise
einmal wahr sein wird. Oft wollen wir aber etwas stérkeres behaupten,
némlich, daf3 A der Fall sein wird, gleichgiiltig wie sich die Dinge entwickeln
werden. In Peirce-Sprachen dient dazu der Operator [F] mit der Wahrheits-
bedingung

[F] a = [F]A gdw Vh' € H(a) 3z € W:a < z und x = A.
Ein ebenso modalisierter G-Operator wiirde unter dieser Bedingung stehen:
[G] a = [GlA gdw Vh' € H(a) Vz € Wia <2 = z | A

Aber hier ist die Quantifikation tiber Geschichten ersichtlich redundant,
denn nach der Bedingung ist [G]A am Punkt a genau dann wahr, wenn A an
allen Nachfolgern von a wahr ist. Mit anderen Worten, [G] ist nichts anderes
als der schon bekannte Operator G. Nun gilt aber nicht, da§ —=[F]-A4 — GA.
Daher 148t sich der G-Operator nicht durch Dualisierung aus [F] definieren;
er muf} vielmehr als weiterer primitiver Operator in die Sprache eingefiihrt
werden.

Ockham-Sprachen. In Peirce-Sprachen ist die Modalisierung nicht nur
in den starken Zukunftsoperator [F|, sondern auch in den schwachen Ope-
rator F (= —G—) eingebaut. Denn F ist nichts anderes als (F) und stellt
eine Existenzquantifikation iiber Geschichten dar. Die Quantifikation iiber
Geschichten ist hier zwar — &hnlich wie im Fall [G] — redundant, aber sie

8 Fiir neuere Untersuchungen siehe insbes. die Darstellung in [117], sowie die Arbeiten
von Zanardo.
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macht deutlich, daf§ F auf eine ausgezeichnete, aktuale Geschichte keine
Riicksicht nimmt. Zwischen dem so sehr schwach bestimmten F und dem
starken [F] liegt aber offenbar ein Zukunftsoperator, von dem wir immer
dann Gebrauch machen, wenn wir etwas tiber die Zukunft sagen wollen, so
“wie sich die Dinge entwickeln werden” (vgl. den Dialog oben). Der ein-
fache F-Operator konnte das leisten, vorausgesetzt, wir fixieren an einem
Punkte a eine Geschichte und quantifizieren nur iiber die Nachfolger von
a in dieser Geschichte. Fiir historische Notwendigkeit und Moglichkeit an
einem Punkt wollen wir dagegen iiber die Geschichten quantifizieren, die
durch diesen Punkt gehen. Dazu benétigen wir offenbar zwei Parameter,
Zeitpunkte und Geschichten, auf die wir bei jeder Beurteilung einer Aus-
sage separat Bezug nehmen konnen. Mit anderen Worten: Wir brauchen
eine Doppelindizierung, wie wir sie schon in der Semantik indexikalischer
Ausdriicke kennengelernt haben.

Ockham-Sprachen erweitern eine zeitlogische Sprache mit P und F um
einen neuen Operator O. Formeln beurteilen wir nun an Paaren, bestehend
aus einem Zeitpunkt und einer Geschichte, die durch diesen Punkt geht. Im
einzelnen sehen die Wahrheitsbedingungen fiir eine solche Sprache wie folgt
aus.

(P) ah = P gdw I(Pya) =1

&) ah = —A gdw ah £ A

(A) ah = AN B gdw ah = A und ah |= B

(P) ahl=PAgdwIr€eh:z<aund zh E A
(F) ahl=FAgdw 3z €h:a<zund zh = A
(D) ah = 0A gdw V' € H(a): ah' E A

Auf der rechten Seite von (P) ist die Bezugnahme auf h natiirlich redun-
dant. In der Bedingung (F) sehen wir dagegen, wie die Geschichtskoordi-
nate h den Quantifikationsbereich fiir die Zeitkoordinate einschrankt. In
der Bedingung fiir O kommt nur die Geschichtskoordinate zum Zuge. Da
der Peirce-Operator [F] sich als OF definieren 1a8t, umgekehrt aber O in
Peirce-Sprachen nicht ausgedriickt werden kann, so sind Ockham-Sprachen
ausdrucksstéirker als Peirce-Sprachen.

Die Positionen von A und B (im Dialog oben) am Paar (a, h) kdnnen wir
nun mit =FP bzw. OFP wiedergeben: B weist darauf hin, dal Houllebecq
eine Geschichte ' in H(a) beschreibt in der es einen P-Punkt geben wird.
A meint dazu, daB &’ # h — was B’s AuBerung offen gelassen hat.

Auch kompliziertere Betrachtungen iiber die Zukunft konnen auf diese
Weise dargestellt werden. Hier ist ein Beispiel:
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Zwar wird das Leben auf der Erde schliellich unwiderbringlich unterge-
hen, aber bevor es soweit ist, konnte man zu jedem Zeitpunkt eingreifen,
um ewiges Leben zu sichern.

Wir kénnen den Satz im Sinne dieser Formalisierung verstehen (L = Es
gibt Leben): FG—L A GOGL. An einem Paar (a,h) ist die Formel genau
dann wahr, wenn es einen a-Nachfolger in A gibt, ab dem alle Punkte in
h nur noch —L-Punkte sind, zugleich aber von jedem a-Nachfolger = eine
Geschichte h/ € H(x) abzweigt, in der alle Punkte L-Punkte sind. Das
Diagramm skizziert Modelle, die der Beschreibung geniigen:

L L .-
° [}
4,.4,.4 ..... 4,./]1
a -L

Giiltig ist eine Formel, wenn sie in beliebigen Modellen an allen Paaren
wahr ist. Wie spiegelt sich nun die Asymmetrie von abgeschossener Ver-
gangenheit und offener Zukunft in der Giltigkeit von Formeln wieder? Die
“fatalistische” (Prior) Formel FA — OFA ist ungiltig — die Zukunft ist
offen. Ein naheliegender Kandidat, die Abgeschlossenheit der Vergangen-
heit auszudriicken, ist die Formel PA — OPA. Sie ist jedoch nicht giiltig:
Man betrachte die Instanz PFA — OPFA! Das Antezedens schliefit nicht
aus, dafl durch die Vergangenheit eines Beurteilungspunktes nichtaktuale
Geschichten gehen, in denen A niemals der Fall sein wird. Allenfalls kénnen
wir (giiltig) sagen, dafl PFA — OPOFA, denn das Antezedens fordert ja die
Wahrheit von A in der aktualen Geschichte.

Aus (P) und (O) folgt unmittelbar, dafl fiir beliebige Atome P, P — OP
giiltig ist (die Umkehrung gilt fiir alle Formeln). In gewisser Hinsicht ist
das unproblematisch. Denn eine wahre Aussage deren Wahrheit nicht von
kiinftigen Ereignissen abhéangt, ist wahr, gleichgiiltig wie sich die Dinge ent-
wickeln. Aber der Umstand, dafl in P kein Zukunftsoperator vorkommt,
muf nicht ausschlieffen, da§ P auf andere Weise wesentlich auf die Zukunft
Bezug nimmt. Wenn wir diese Moglichkeit einrdumen mochten, sollten
wir den Beginn der induktiven Definition von |= so modifizieren, da§ auch
Atome ihre Wahrheitswerte abhéngig von einer Geschichte erhalten:

(P) ah = P gdw I(P,ah) = 1.

Wir beantworten damit zugleich die Frage, woher der F-Operator den Pa-
rameter A nimmt, der seinen Quantifikationsbereich bestimmt.

9 Das Problem riihrt offenbar daher, daB wir in PA — OPA fiir A Formeln einsetzen
konnen, die sich auf die offene Zukunft beziehen. Vgl. dazu die Diskussion in Prior [232,
Kap. VII]
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MODALLOGIK

1. Kisten und Diamanten

Modallogik wird, in einer ersten Annéherung, meist als die Logik von Not-
wendigkeit und Méglichkeit bezeichnet. Das ist eine sehr enge, mehrdeutige
und historisch nicht ganz zutreffende Bestimmung.

Die Bestimmung ist zu eng, weil sie z.B. die im vorigen Kapitel behan-
delte Zeitlogik ausschliet. Wir werden aber bald sehen, daf§ es wenig Ab-
straktion bedarf, die Zeitlogik als eine Modallogik unter einer bestimmten
Interpretation aufzufassen. Dabei kommt die “rein logische” Theorie ganz
gut ohne diese Interpretation aus. Gleiches gilt fiir deontische, epistemische,
dynamische und viele andere Logiken.

Die Bestimmung ist zugleich mehrdeutig, denn um was fiir einen Begriff
von Notwendigkeit soll es sich handeln? Die Aussage

2+2=4

ist eine arithmetische Notwendigkeit. Ist die Aussage auch eine logische
Notwendigkeit? Frege behauptet dies — aber diese Behauptung markiert
eine umstrittene Position (Logizismus) in der Philosophie der Mathematik.
Die Aussage

Junggesellen sind unverheiratet
ist wahr aufgrund der Bedeutungen der darin vorkommenden Begriffe; sie
ist — wie man sagt — analytisch wahr und als solche eine analytische Not-

wendigkeit. Die Aussage folgt nicht, wie etwa A — A, aus den Gesetzen der
Logik und ist in diesem Sinne keine logische Notwendigkeit.
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Die logische Notwendigkeit von A — A kénnen wir auf zweierlei Weise
einsehen: indem wir die Formel in einem axiomatischen System beweisen
oder indem wir zeigen, dafi sie in bestimmten Strukturen giiltig ist. Logische
Notwendigkeit prasentiert sich also in zweierlei Gestalt, als Beweisbarkeit
und als Giiltigkeit.

Die Aussage

Im Vakuum betragt die Lichtgeschwindigkeit etwa 300 Tausend km in
der Sekunde

ist physikalisch notwendig. Licht konnte sich jedoch auch mit einer anderen
Geschwindigkeit bewegen. Das “konnte” deutet hier eine Moglichkeit an,
die jedenfalls keine physikalische ist. Dagegen ist

Wasser ist HoO

in einem starkeren Sinne notwendig: Falls die Fliissigkeit im Glas Wasser
ist, dann handelt es sich notwendigerweise um H2O; denn Wasser ist nun
einmal identisch mit HoO und nichts kann etwas anderes sein als das, was
es ist — das ist eine metaphysische Notwendigkeit.

Vielleicht ist es eine historische Notwendigkeit, dafl es 1990 zur Wieder-
vereinigung Deutschlands gekommen ist. So wie die Geschichte bis zu einem
bestimmten Zeitpunkt verlaufen ist, war es ab diesem Zeitpunkt vielleicht
keine offene Frage mehr, ob Deutschland wieder ein Staat werden wiirde oder
nicht. Im Kapitel II {iber Zeitlogik haben wir gesehen, dafl die Antwort auf
die Frage nach der historischen Notwendigkeit eines Ereignisses vom Zeit-
punkt der Fragestellung abhéngt. Ein nicht-trivialer Determinismus miifite
diesen Zeitpunkt weit vor die Abstimmungen {iber den Einigungsvertrag am
20. September 1990 legen.

SchlieBlich ist die Bestimmung der Modallogik als Logik der Notwendig-
keit auch historisch nicht ganz richtig, jedenfalls nicht fiir die neuere Ge-
schichte der Modallogik. Diese begann mit C.I. Lewis’ Versuch einen im
Vergleich zur materialen Implikation strikteren Implikationsbegriff zu ent-
wickeln (seit 1912 in einer Reihe von Artikeln; siehe [179, 178] und die
kurze Geschichte der Modallogik in [19]). Die strikte Implikation sollte
die Vorstellung wiedergeben, dafl zwischen Antezedens und Konsequens
einer logischen Implikation ein echtes Deduktionsverhaltnis besteht. Da
ein solches Verhaltnis nicht zwischen beliebigen wahren Aussagen besteh-
en kann, ist die materiale Implikation ungeeignet, logische Implikationen
wiederzugeben. (Denn wenn A und B wahr sind, dann impliziert A mate-
rial B und umgekehrt.) Lewis schlug deshalb Systeme strikter Implikation
vor und entwickelte diese axiomatisch (siehe z.B. [177]).
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Lewis zufolge sollte eine strikte Implikation derart sein, dafl die Wahrheit
des Antezedens unvertriglich mit der Falschheit des Konsequens ist. Das
legt nahe, die strikte Implikation so zu definieren:

A —» B :=—-0(AA-B).

Aber fiir Lewis stand nicht Moglichkeit oder Notwendigkeit im Zentrum der
Theorie sondern Implikation; also war —» der grundlegende Operator. Erst
spater fithrt er die Vertriglichkeit (Konsistenz) zweier Aussagen ein:

Ao B:=-(A—» —-B).
Und erst darauf definiert Lewis Moglichkeit so:
CA:=AocA[=—-(4—»-A).

Die Bezeichnungen S1, S2, S3, usw. fiir Systeme von Modallogiken stam-
men noch von Lewis. S1 war so etwas wie ein Basissystem und S2 war
das System, welches er 1912 favorisierte. Die ersten Lewis-Systeme fallen
iibrigens, wie wir sehen werden, aus dem Rahmen unserer Untersuchung —
im wortlichen Sinne, wie sich zeigen wird, denn es handelt sich dabei nicht
um normale Modallogiken.

Nach dem bisher Gesagten wird es besser sein, zwischen Modallogik in
einem engeren und einem weiteren Sinne zu unterscheiden. Im engeren Sinne
ist das eine Familie logischer Theorien verschiedener Arten von Moglichkeit,
Notwendigkeit und davon ableitbarer Begriffe, wie z.B. strikter Implikation.
Wenn man diese Theorien mit modernen Mitteln in Angriff nimmt, werden
sie schnell unter eine wesentlich allgemeinere Theorie subsumiert. Das ist die
Theorie der Kripke-Rahmen und einiger ihrer Verallgemeinerungen (ternére
Rahmen, Multirahmen, Nachbarschaftsrahmen, etc.).?

In Kripke-Rahmen — oder besser gesagt, in Modellen auf Kripke-Rahmen
— gehen wir von der Wahrheit oder Falschheit einer Aussage in verschiedenen
Szenarien (Situationen, moglichen Welten) aus. In diesem Kapitel werden
wir meist die neutralere Rede von Wahrheitswerten an Indizes oder Punk-
ten vorziehen. Sodann kénnen wir ganze Bereiche von Punkten betrachten
und fragen, fiir welche Aussagen es Punkte im Bereich gibt, an denen sie
wahr sind, oder welche Aussagen an allen Punkten des Bereichs wahr sind.
Von einer Aussage, die an mindestens einem Punkt im Bereich wahr ist,

1 In diesem Kapitel schlieBen wir uns der in der Modallogik iiblichen Rede von “Rahmen”
an. Diese sind nichts anderes als das, was wir im Kapitel II iiber Zeitlogik Strukturen
genannt haben.
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konnen wir sagen, daf} sie in diesem Bereich mdglich sei; und eine Aus-
sage, die in dem Bereich nie falsch ist, konnen wir in einem offensichtlichen
Sinne notwendig nennen. Mit anderen Worten, die zu erklarende Rede von
der Moglichkeit oder Notwendigkeit einer Aussage wird zuriickgefiihrt auf
eine einfache Quantifikation tiber die Punkte eines Bereichs — kurz: modale
Operatoren sind Quantoren. Je nachdem, wie wir die Punkte und relevan-
ten Bereiche glossieren, drangen sich die einschlagigen Interpretationen der
Operatoren auf: als Zeitmodi, im Sinne verschiedener Arten von Notwendig-
keit, als doxastische oder epistemische Einstellungen, oder unter deontischen
Lesarten.

In diesem Kapitel gehen wir von der klassischen Aussagenlogik KL aus.
Unter einer Modallogik wollen wir jede Erweiterung von KL in einer Sprache
mit einem einstelligen Operator O (“Kiste”) verstehen, der in Kripke-Model-
len als Allquantor iiber Punkte interpretiert wird. 2 Modallogiken sollen wie
KL unter Modus Ponens und gleichférmiger Einsetzung abgeschlossen sein.
Diese Bestimmung ist weit davon entfernt als Definition zu taugen, aber sie
lenkt die Gedanken umstandslos in die richtige Richtung. Ein zu O dualer
Operator < (“Diamant”) ist meist niitzlich und so definiert: & = —-0O-.
In Kripke-Modellen wird < als Existenzquantor iiber Punkte interpretiert
und représentiert so Mogichkeit (im weitesten Sinne). In allen bekannten
Modallogiken sind O und < wechselseitig definierbar.

Es kann keinen verniinftigen Zweifel daran geben, dafi Kripke-Rahmen
eine Theorie abgeben, in der sich wichtige Fragen iiber Modallogik stellen
und beantworten lassen. Zu diesen Fragen gehort vornehmlich die nach
den logischen Eigenschaften verschiedener Begriffe von Notwendigkeit und
Moglichkeit. Aber taugen Kripke-Rahmen auch als Geriist fiir eine philoso-
phische Theorie z.B. metaphysischer Notwendigkeit? Das ist eine durchaus
kontroverse Frage, deren Beantwortung im wesentlichen davon abhéngt,
welche Erklarungen wir von einer solchen Theorie erwarten und welchen on-
tologischen Status die theoretischen Termini der Theorie — Punkt (“mogliche
Welt”) und zweistellige Relation (“Erreichbarkeit”) — plausiblerweise haben
konnen. Die Sache verhéilt sich nicht anders als mit der Mengenlehre oder
der Arithmetik. Auch diese sind Theorien, die iiber Objekte quantifizieren
— Mengen und Zahlen — deren ontologischer Status aus philosophischer Per-
spektive unklar sein mag. Die Arithmetik ersetzt keine philosophische Aus-
einandersetzung mit dem Zahlbegriff (wie etwa in Freges [79]). Aber sie
gibt eine Charakterisierung des Gegenstands der philosophischen Unter-
suchung vor. Ebensowenig ist die Beschreibung der Kripke-Rahmen per

2 Die Ausgangsbasis KL ist nicht zwingend: Auch andere Logiken, wie intuitionistische
oder relevante Logiken lassen sich modallogisch erweitern.
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se eine philosophische Theorie metaphysischer Notwendigkeit (wie etwa
in Lewis’ [181]). Aber Kripke-Rahmen bestimmen den Gegenstand einer
solchen Theorie; vgl. dazu auch die folgende Anmerkung. Insofern Notwen-
digkeit einer der zentralen Begriffe der Philosophie ist, ist die Theorie der
Kripke-Rahmen fiir den Philosophen (und nicht nur fiir diesen), was Men-
genlehre und Arithmetik fiir den Mathematiker (und nicht nur fiir diesen)
sind.

Anmerkung zur Geschichte der modalen Semantik. Die Allgegen-
wart der Begriffe ‘Mo6glichkeit” und ‘Notwendigkeit’ in der philosophischen
Theoriebildung seit der Antike steht in einem merkwiirdigen Gegensatz zu
der Unbektimmertheit, mit der diese Begriffe bis ins spate 19. Jahrhundert
verwendet wurden. Meist wurde unter ‘Notwendigeit’ kaum mehr als die
Abwesenheit von Zufall oder ein gewisser gedanklicher Zwang verstanden.

Auch in den Arbeiten von C.I. Lewis zur Modallogik findet sich kaum
ein Versuch einer inhaltlichen Klarung. Die Vielzahl modaler Logiken, die
C.I. Lewis vorstellt, machen eine solche Kldrung aber umso dréngender.
Es wird offensichtlich ein Kriterium bendtigt, um zwischen diesen Sys-
temen auszuwéahlen. Das kann aber nichts anderes heifilen als: Welches
System der Modallogik ist fiir ein gegebenes Verstédndnis der Modalitéaten
das richtige? Wir brauchen also ein Verstédndnis von Modalitdten, das von
axiomatischen Darstellungen zunachst unabhéngig ist aber einen vergleich-
baren Prazisionsgrad hat.

Godel (1933) [112] war vermutlich der erste, der dieses Problem in eine
Form brachte, die eine klare Beantwortung ermoglichte. Er interpretierte
Notwendigkeit als Beweisbarkeit in einer bestimmten Art von axiomatischen
Systemen; wir werden darauf zurtickkommen (p. 187ff.). In den 40er Jahren
entwickelte Carnap [45, 46] einen dazu komplementéren, auf Modellen der
klassischen Aussagenlogik beruhenden Ansatz. Danach wird Notwendigkeit
als logische Giiltigkeit, d.h. Wahrheit in allen Modellen interpretiert. Diesen
Ansatz werden wir im néchsten Abschnitt weiterverfolgen, wo er uns in der
Klausel (O) auf p. 84 entgegentritt.

In den frithen 50er Jahren begannen Kanger [159] und Hintikka [137]
auf der Grundlage von Carnaps Arbeiten auch andere Deutungen des Not-
wendigkeitsoperators in den Blick zu nehmen, insbesondere epistemische,
doxastische und deontische Interpretationen. Wenn OA beispielsweise aus-
driicken soll, daf} in einer bestimmten Situation a eine Person glaubt, daf}
A der Fall ist, dann konnen wir das so verstehen, dafi in allen Situation,
die er fiir moglich hélt, A wahr ist. Wir quantifizieren hier nicht iiber alle
Moglichkeiten schlechthin, sondern nur iiber diejenigen Mo6glichkeiten, wel-
che die Person in a fiir moglich, d.h. fiir nicht ausgeschlossen (“erreichbar”)
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hélt. Die so postulierte Relation der Erreichbarkeit erweist sich als Mittel,
eine grofie Spannbreite von Modalitaten wiederzugeben. Auch die in den
50er Jahren entstandenen Arbeiten von Prior [231, 232] zur Zeitlogik diirfen
in diesem Zusammenhang nicht unerwahnt bleiben. Prior bezog zeitlogische
Axiome auf Mengen von Zusténden, die durch eine Relation zeitlicher Er-
reichbarkeit (“frither als”) angeordnet sind. Verschiedene Arten zeitlicher
Modalitdten unterschied er so aufgrund von Korrespondenzen zwischen Ax-
iomen einer modalen Sprache einerseits und Eigenschaften der Ordnungsre-
lation andererseits. Die zeitlogische Interpretation war Gegenstand des vo-
rangegangenen Kapitels.

Vermutlich unabhéngig von Kanger, Hintikka und Prior hat Kripke (1959)
[164] im Prinzip dieselbe Semantik gefunden. Viele Details dieser beinahe si-
multanen Entdeckung sind unbekannt. Ein wesentlicher Anstof fiir Kripkes
Arbeiten kénnte ein Représentationsresultat in Jénsson und Tarski (1952)
[158] gewesen sein. In deren zwei Aufsétzen iiber Boole’sche Algebren mit
Operatoren ist zwar von Modallogik nicht die Rede, aber die Anwendung ist,
zumindest im Riickblick, recht offensichtlich. Das Repréasentationsresultat
zeigt, wie aus “modalen Algebren” (ein spaterer Terminus von E.J. Lemmon
[170]) mengentheoretische Modelle abgeleitet werden konnen, die wir heute
als Kripke-Modelle kennen. 3

Aufbauend auf der Grundidee von Carnap, ist die Modelltheorie der Mo-
dallogik, so wie wir sie heute kennen, in einem Zeitraum weniger Jahre
entstanden. Die notwendige Verallgemeinerung der Grundidee scheint als
stabiler Fluchtpunkt von mehreren Logikern etwa gleichzeitig und unab-
héngig voneinander gefunden worden zu sein. Was aber drangte dazu, Mitte
der 50er Jahre verschiedene Theorieelemente zu einer Semantik der Modal-
logik zusammenzufiihren? Eine Antwort auf diese Frage kann naturgeméaf
nur spekulativ ausfallen. Einen wesentlichen Anteil diirften Quines An-
griffe auf die Moglichkeit einer philosophisch sauberen Theorie der Modali-
taten gehabt haben.* Die Modelle der Modallogik zeigen, wie sich in-
tensionale Aussagenoperationen auf Quantifikation tiber geeignete Objekte
zuriickfithren und somit besser verstehen lassen. Quine hat diese Leistung
anerkannt, jedoch fiir letztlich unzureichend gehalten. Denn er flirchtete,
daB sich die extensionale Semantik der modalen Aussagenlogik nicht zu einer

3 Ausfiihrlichere Darstellungen zur Geschichte der sogenannten Kripke-Modelle sind in
[188] und [31, Kap. 1] enthalten. Eine aus systematischer Perspektive rekonstruierte Ge-
schichte bietet Humberstone in [144, §2.10] an. Zum Verhéltnis von mengentheoretischer
und algebraischer Semantik fiir die Modallogik siehe insbesondere Goldblatt [114, Kap.
1], und [31, Kap. 5].

4 Siehe z.B. “The problem of interpreting modal logic” (1947) [233] und weitere Aufsitze,
zum Teil abgedruckt in [235]. In diesem Zusammenhang sei auch auf die aufschluireiche
Korrespondenz zwischen Carnap und Quine verwiesen [238].
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Semantik der modalen Prédikatenlogik erweitern 148t, ohne fragwiirdige
metaphysische Positionen iiber Gegensténde und ihre Eigenschaften einzu-
nehmen. Da modale Pradikatenlogik nicht Gegenstand dieses Buches ist,
diirfen wir es bei dem Hinweis belassen.

2. Die Logik logischer Notwendigkeit

In der nicht-modalen Aussagenlogik kam es uns wesentlich darauf an, den
Begriff der logischen Wahrheit (Giiltigkeit) zu untersuchen. Giiltig zu sein,
ist eine Eigenschaft, die Satze haben konnen. Sie ist grammatisch nicht
undhnlich der Eigenschaft (in einem geniigend weiten Sinne) negiert zu
sein, mit einem anderen Satz in Konjunktion zu treten oder als Antezedens
einer Implikation aufzutreten. Es ist daher naheliegend unsere nicht-modale
Sprache £ so zu erweitern, dafl wir darin ausdriicken kénnen, daf} ein Satz
die Eigenschaft hat, giiltig zu sein. Das ist der erste Schritt, um logische
Giiltigkeit selbst zum Gegenstand einer logischen Theorie zu machen.
Den zweiten Schritt finden wir in Carnap [46, §39] so beschrieben:

Wir erkennen eine starke Ahnlichkeit zwischen zwei explicanda, namlich
der logischen Notwendigkeit einer Aussage und der logischen Wahrheit
eines Satzes. Nun besitzen wir fiir letzteren Begriff ein exaktes ex-
plicatum im semantischen Begriff der L-Wahrheit, welche definiert ist
auf der Grundlage der Begriffe einer Zustandsbeschreibung und eines
Bereichs. Es scheint mir daher der natiirlichste Weg zu sein, als expli-
catum fiir logische Notwendigkeit diejenige Eigenschaft einer Aussage
zu nehmen, welche der L-Wahrheit eines Satzes entspricht. [46, p. 174;
Ubersetzung A.F.]

Carnaps L-Wahrheit ist das, was wir in Rahmen der klassischen Aussagen-
logik als logische Wahrheit definiert haben. Wir haben gesagt:

Ein Satz A ist gd logisch wahr oder giiltig (logisch notwendig, wie wir
fortan sagen werden), wenn A in allen Modellen wahr ist.

Modelle sind im wesentlichen Carnaps “Zustandsbeschreibungen”. Nun un-
terscheiden sich die Modelle ({0, 1}, T) der klassischen Aussagenlogik einzig
dadurch, wie sie die atomaren Formeln bewerten (interpretieren), d.h. die
Wahrheitswerte 0 und 1 mittels der Funktion I iiber die Atome verteilen.
Den Rest bestimmen die Wahrheitstafeln fiir alle Modelle auf die gleiche
Weise. Also konnen wir auch sagen:

Ein Satz A ist gd logisch notwendig, wenn er unter allen Interpretatio-
nen wahr ist.

Diese einfache Idee werden wir gleich systematisch ausbuchstabieren.
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Aus einer Bewertung I der Atome und den bekannten Wahrheitstafeln
ergibt sich auf natiirliche Weise eine Wahrmacher- oder Erfillungsrelation,
= zwischen der Bewertung I und beliebigen Formeln (fiir I = A lesen wir:
“I macht A wahr”):

(P) I=Pgdw I(P)=1
(=) TE-AgdwllA
(A) IEANBgdwIEA&I =B

Jetzt wollen wir einen weiteren einstelligen Junktor O einfithren so, dal OA
bedeuten soll: A ist logisch notwendig. Wann macht eine Bewertung I eine
Formel A logisch notwendig? Wir haben es gerade gesagt: wenn A unter
allen Bewertungen wahr ist:

(0) IEDAgdwfiralle I': I' = A

In dieser Wahrheitsbedingung quantifizieren wir also iiber einen Bereich
von Interpretationen I, wie sie die klassischen Modelle ({0,1},I) charak-
terisieren. D.h. fiir die Interpretation einer Sprache £7, in der O fiir lo-
gische Notwendigkeit stehen soll, geniigt es nicht nur eine Interpretation
zu betrachten, sondern wir miissen iiber alle Interpretationen quantifizieren
konnen:

({01}, 1,1, 1",...).

Im Grunde also betrachten wir einen Bereich von Interpretationen und fra-
gen nach der Wahrheit von Formeln relativ zu einer Interpretation. Die
iibliche Art, das aufzuschreiben, geht so:

- Wir erwdhnen fortan nicht mehr die Menge der Wahrheitswerte {0, 1}.
Sofern nicht Gegenteiliges vereinbart wird, gehen wir davon aus, dafl es
nur diese zwei Wahrheitswerte gibt.

- Statt die potentielle Unendlichkeit von Bewertungen mit Strichen und
Punkten anzudeuten, indizieren wir sie mit einer Indexmenge W. Oder,
was auf das Gleiche hinauslauft: Wir verwenden den Buchstaben I jetzt
fiir eine Funktion, die sich einen Index aus W greift und, so relativiert,
Atome bewertet:

(W,I) mit I : ATM x W — {0,1}.

Als Variablen fiir Indizes benutzen wir a,b,c,.... Diese Indizes nennen
wir fortan Punkte, etwas phantasievoller auch mdgliche Welten.
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- In der Angabe der Wahrheitsbedingungen lassen wir jetzt einfach die
Punkte (Indizes) fiir die korrespondierenden Bewertungen stehen.

Danach sehen die Wahrheitsbedingungen in (W, I) so aus:

(P) alE Pgdw I(Pa)=1

(=) aE-Agdwalt A

(AN) aEANBgdwalEA&al=B
(O) aEOAgdwYbe W :bEA

e Ein Satz ist wahr in einem Modell (W, I), wenn ihn alle Punkte wahr
machen.

In einem bestimmten Modell (W, I) repréasentiert W eine nichtleere Menge
moglicher Bewertungen der Atome. Es mag durchaus sein, daf§ ein Mo-
dell nicht alle moglichen Bewertungen umfaft (siehe aber die folgende An-
merkung!). Vielleicht besteht es aus nur einem Punkt a und nimmt so
nur eine einzige Bewertung in den Blick. In diesem Fall ist OA wahr im
Modell, wenn a |= A: Dieses Modell ist halt so, dafl der Bereich der zu
berticksichtigenden Bewertungen aus nur einem Punkt besteht. Damit eine
Formel logisch wahr (giiltig) ist, miissen wir von solchen Besonderheiten
einzelner Modelle absehen. So kommen wir zur folgenden

DEFINITION 1.

1. Aist wahrin M = (W,I) gdw Ya € W : a = A. Notation: M |= A.

2. Aist giltig (in der Klasse M von Modellen) gdw VM (e M) : M | A.
Notation: = A bzw. M | A.

Anmerkung. Wir haben hier Carnaps Ansatz in die Richtung von Krip-
kes Theorie gebiirstet. Aber in Carnaps Theorie ist W nicht eine be-
liebige (nichtleere) Menge von Zustandsbeschreibungen. Vielmehr ist W
die Menge aller Zustandsbeschreibungen (Interpretationen der Atome in
den Wahrheitswerten 0 und 1). Giiltigkeit im Sinne Carnaps ist Wahrheit
in diesem “totalen” Modell. Nun ist es aber so, daf} es im totalen Modell
fiir jedes Atom P eine Zustandsbeschreibung gibt, in der P falsch ist.
Aber dann ist OP an allen Punkten falsch, d.h. -OP ist wahr im totalen
Modell und also eine giiltige Formel, fiir jedes Atom P. Man mag es als
logische Wahrheit akzeptieren, dafi Atome nicht logisch wahr sind. Aber
=0P ist kein Theorem von S5, Carnaps Zielsystem. Carnap beschreibt
seine Losung in [46]; vgl. auch [191], [281], und [259].
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3. Was wir iiber logische Notwendigkeit wissen

Aufgrund der Definition kénnen wir schon einiges iiber den Begriff der lo-
gischen Notwendigkeit — so, wie er sich in Modellen (W, I) darstellt — her-
ausfinden.

1.

An jedem Punkt werden die Operatoren — und A klassisch, d.h. nach
den Wahrheitstafeln, behandelt. Alle Satze, die aufgrund wahrheits-
funktionaler Zusammensetzung giiltig sind, werden also an jedem Punkt
wahr und sind damit giltig. Die Logik logischer Notwendigkeit ist eine
Erweiterung der klassischen Logik.

. Aus 1 folgt, daf alle Punkte unter Modus Ponens abgeschlossen sind:

Wenn sowohl A als auch A — B an einem Punkt wahr sind, dann ist
auch B an diesem Punkt wahr. Es gilt dann ferner, dafi wenn A und
A — B an allen Punkten eines beliebigen Modells wahr sind, dann
ist auch B an allen Punkten eines solchen beliebig gewahlten Modells
wahr. D.h. auch die Eigenschaft der Gultigkeit steht unter der Regel
MP.

. Wenn A giiltig ist, dann ist A in allen Modellen an jedem Punkt wahr.

Wenn aber A an jedem Punkt wahr ist, dann ist auch OA an jedem
Punkt wahr. Also gilt: Wenn A giiltig ist, dann ist auch OA giiltig.
Das ist die Notwendigkeitsregel.

. Wenn A — B an einem Punkt a notwendig ist, dann ist A — B an allen

Punkten wahr. Wenn nun auch A notwendig, also an allen Punkten
wahr ist, dann muf8 B ebenfalls an allen Punkten wahr, d.h. notwendig
sein. Das gilt fiir beliebige Punkte a in beliebigen Modellen; kurzum,
die Formel O(A — B) — (OA — OB) ist giiltig.

. Logische Notwendigkeit an einem Punkt impliziert immer Wahrheit an

diesem Punkt. Also ist OA — A eine giiltige Formel.

. Wenn etwas logisch notwendig ist, dann ist diese Tatsache selbst logisch

notwendig: OA — OOA. Denn angenommen, A sei an allen Punkten
wahr; dann ist es gleichgiiltig, welchen Punkt wir betrachten: Uberall
ist OA wahr. So diirfen wir mit (O) von rechts nach links schlieBen,
daB O0A am Ausgangspunkt unserer Uberlegung wahr ist.

. Was wahr ist, mufl (O) moglich (<) sein. Das driickt diese Formel aus:

A — OCA. Angenommen A sei wahr am Punkt a. Dann ist es an
jedem (O!) Punkt b wahr, dafl es einen Punkt gibt (¢!) — nadmlich a —,
an dem A wahr ist. Die Formel ist also giiltig.

. Was moglich ist, das ist notwendigerweise moglich: ¢A — OCA. Wir

sind an einem Punkt a und stellen fest, dafl es einen Punkt gibt (<),
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an dem A wahr ist. Aber diese Feststellung kénnen wir von jedem
beliebigen (O!) Punkt aus machen, und das ist selbst etwas, was am
Punkt a wahr ist. Aus der Wahrheit von ¢ A an einem Punkt folgt so
auch die Wahrheit von OCA am selben Punkt.

4. Das System S5

Was wir soeben tiber logische Notwendigkeit herausgefunden haben, wollen
wir als ein axiomatisches System aufschreiben:

Jede Tautologie

0(A— B) — (DA — OB)
04— A

04 — 0O0A

A—DOCA

CA — OCA

A A—B A
Regel ——— MP — RN
egein B OA

ST ov NS TR

Die Begriffe einer Ableitung und eines Theorems im Hinblick auf S5 sind
wie liblich definiert. Die Bezeichnungen der logischen Prinzipien folgt hier
und im Folgenden einer Systematisierung iiblicher Namen, die von Chellas
eingefithrt wurde.

e Die Bezeichnungsregeln nach Chellas [53] sind einfach. Sei X = A — B
ein Formelschema; dann ist X, die Umkehrung B — A von X, und X!
ist die Aquivalenz A <+ B. Wenn X ein Schema “iiber 07 ist, dann ist
X< das duale (siehe unten) Schema “Uber ©7.

Zu beachten ist, daf3 das klassische Deduktionstheorem, d.h.
wenn X, A+ B, dann X - A — B,

in der Gegenwart der Regel RN nicht mehr gelten kann. Denn anderenfalls
koénnten wir so schlieflen:

1 (1) A Annahme
1 (2) OA (1) RN
(3) A— 0OA Deduktionstheorem
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A — OA ist per se schon keine gute Idee. Zusammen mit T hétten wir dann
die trivialisierende Aquivalenz A <+ OA. Auch unsere Modelle sprechen
gegen das Schema A — OA. (Man betrachte die Instanz P — OP in einem
Modell mit zwei Punkten a und b so, dafi @ = P und b = —P.) Es diirfte
klar sein, daf§ das Deduktionstheorem weiterhin fiir Ableitungen gilt, in de-
nen von der Regel RN kein Gebrauch gemacht wird. Und falls die Regel
auf eine Annahme A angewandt wird, um daraus OA zu erzeugen, dann
kénnen wir das Deduktionstheorem offenbar schadlos anwenden, wenn die
Annahme A selbst von der Form OA ist; denn in diesem Fall generieren
wir eine Instanz von 4. Wir diirfen also erwarten, dafl in der Modallogik
eingeschrankte Varianten des Deduktionstheorems gelten. Wir werden da-
rauf zurtickkommen (siehe p.107).

Offensichtlich ist das Verhalten der Kiste O dem der starken Tempus-
Operatoren H (immer in der Vergangenheit) und G (immer in der Zukunft)
recht dhnlich. Beinahe alle logischen Prinzipien in der Axiomatisierung von
S5 haben wir dort schon angetroffen. Neu sind nur die Axiome T und 5.

- Das Schema T ist unter der jetzigen Interpretation zwingend. Wenn wir
die Kiste jedoch im Sinne von H (immer in der Vergangenheit) interpre-
tieren, dann driickt T, also HA — A, etwas Falsches aus: Alles bleibt, wie
es immer war. Ahnliches gilt fiir die Zukunftsinterpretation G (immer in
der Zukunft).

- Auch das Schema 5 hat in der Zeitlogik keinen Platz. Man betrachte die
G-Entsprechung
FA — GFA.

Es besagt soviel wie: Wenn irgendwann einmal A, dann wird es immer
der Fall sein, daf irgendwann einmal A. (Wenn ich irgendwann einmal im
Lotto gewinnen werde, dann wird es immer so sein, daf} ich irgendwann
einmal im Lotto gewinne.) Man kann sich schnell davon iiberzeugen,
daf dieses Schema in zeitlogischen Rahmen nicht giiltig sein kann. Im
hier skizzierten Gegenbeispiel wird P zum Zeitpunkt b wahr, danach nie
wieder:

ae —r be —rce- -
FP P -P...
-GFP —FP

Aus den Axiomen und Regeln fiir S5 koénnen wir einige weitere wichtige
logischen Prinzipien ableiten. So gelten zum Beispiel die folgenden Regeln
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der
A—B A— B
M ' ——— RM ——— RM<.
onotonie DA—)DBR <>A—><>BR
Diese Regeln lassen sich leicht ableiten:
A— B
A— B _
— RN -B— -A
O(A — B) K ——— RM
MP 0-B — 0-A4
0A — OB KL

-0-A4A —- -0-B
Aus den Monotonieregeln folgen unmittelbar die Regeln der

A< B A< B
_ _— .
Kongruenz 0A G OB RE SAS OB RE

Ferner gilt die Regel RK der

Al/\"'/\An—>B n>0.

Normalitat OA, A ADA OB >

Diese Regel leiten wir durch Induktion iiber n aus RN und K her.

Die Induktionsbasis n = 0 reduziert RK auf RN. Sodann gehen wir von
der Induktionshypothese

AiN---NA,_1— B

IA
DAl/\"'/\DAn_l — OB

aus und nehmen ferner an, dafl A; A---AA,, — B. Daraus folgt durch —-
Exportation Ay A+ A A,_1 — (4, — B). Darauf wenden wir die IA an
und erhalten (x) OA; A---AOA,_1 — O(A, — B). Nun impliziert nach
K das Konsequens von (x) die Formel OA,, — OB. Transitivitiat und
Importation fiir — ergibt dann das Gewiinschte: OA; A---AOA,, — OB.

Der Fall n = 0 von RK ist RN; der Fall n = 1 ist RM; im Fall n = 2 ist RK
die Regel der

e ANB—=C
Regularitat OANDOB SO0 RR.

Das offensichtlich strikte Implikationsverhaltnis zwischen den besprochenen
vier Regeln stellt sich also so dar:

RK = RR = RM = RE.
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Eine Modallogik ist

e kongruent, wenn sie unter RE abgeschlossen ist,
e monoton, wenn sie unter RM abgeschlossen ist,

e reguldr, wenn sie unter RR abgeschlossen ist, und
e normal, wenn sie unter RK abgeschlossen ist.

Die in diesem Kapitel zu besprechenden Modallogiken sind alle normal. Um
schwichere als normale Logiken zu modellieren, miifiten wir andere als die
hier betrachteten Kripke-Rahmen betrachten. Sogenannte Nachbarschafts-
rahmen, die wir am Schluf} des Kapitels kurz betrachten werden, reichen bis
zu den blo kongruenten Modallogiken.

Ein weiteres wichtiges Prinzip ist die Regel der

e A—B

Dualitat BT Ad Dual.
Hier bezeichnet A% die zu A duale Formel. Sie entsteht aus A, wenn alle
Atome durch ihre Negationen ersetzt, sowie V gegen A sowie < gegen O
vertauscht werden. Fir die Junktorenmenge, mit der wir tiblicherweise
arbeiten, konnen wir die Dualfunktion so definieren:

pt=-p
14=T
(~A)? = 41
(AAB)* = Adv B?
(Av B) = A4 A AY
(A— B) = -4\ B?
(0A)d = <>Ad
(0A)? =

Es ist klar, daB8 A%% = A, so daB auch die Umkehrung der Dualitétsregel gilt.
Wir haben die Dualitatsregel im Kapitel IT tiber Zeitlogik bereits bewiesen.
Die Durchsicht des Beweises zeigt, daf3 die Regel fir jede Modallogik gilt,
in der aquivalente Formeln im Skopus von O und < ausgetauscht werden
diirfen, also fiir jede Modallogik, die unter der Kongruenzregel RE abge-
schlossen ist. Wir benutzen die Regel hier als Rechtfertigung, bestimmte
Schemata zu identifizieren. D.h.

0OA— Aund A — OA
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oder
CA — O0OCA und ©OOA — OA

konnen wir als im wesentlichen identische Schemata betrachten — “identisch
mod d”. Sinngemaf gilt das ebenso fiir Regelpaare wie RE und REC.
Bei der Betrachtung des Duals von T,

TO A — OA,

stellt sich schnell heraus, dafl die obige Axiomatisierung von S5 redundant
ist. Denn das Axiom B folgt unmittelbar aus 5 und T<.

Schlieflich wollen wir in einem Satz ein Ergebnis festhalten, dafl im we-
sentlichen schon im Abschnitt 3 vorlag.

SATZ 2. (RICHTIGKEIT) Das System S5 ist richtig fir die oben beschrie-
benen Modelle (W,1): Wenn b A in S5, dann |= A in allen Modellen.

BEWEIS. Induktion iiber die Lénge einer Ableitung in S5. Dazu miissen
wir zeigen, dafl alle Axiome giiltig sind (Induktionsbasis) und dafl die zwei
Regeln MP und RN die Eigenschaft der Giiltigkeit von den Pramissen an die
Konklusion weitergeben (Induktionsschritt). Etwas informell haben wir das
bereits im Abschnitt 3 getan. Wir fithren hier die detaillierte Verfizierung
flir die Axiome 5 und K vor.

Ad 5: An einem beliebigen Punkt a ist zu zeigen (zz), dafl a = CA —
OCA. Wir nehmen also an: a = ©A, d.h. 3b: b = A. Es bleibt zz, da8
a = 0OCA, dh. Vo : 2z CA, dh. Vzdy := A — was durch die Annahme
gegeben ist.

AdK: Zz: a = O(A — B) —» (DA — OB); d.h. wenn a E O(A — B),
dann ¢ F OA — 0OB; d.h. wenn a F O(A — B) und a | OA, dann
a = 0OB.

1 (1) eE0O(A— B) Annahme

2 (2) aEOA Annahme /zz a = OB
1 (3) Vz:zE=A—B 1(0)

1 (4) Ve: wennzp A, dannz =B 3 (—)

2 (5) Ve:zEA 2 (O)

1,2 (6) Vz:zE=B 4,5

1,2 (7) af=0B 6 (0)

Wir wissen nun, daf} jede in S5 ableitbare Formel giiltig ist. Wie steht es
um die umgekehrte Behauptung, die Vollstandigkeit: Ist jede giiltige Formel
ein Theorem von S57 Wenn das so ist, dann axiomatisiert S5 genau die
Logik logischer Notwendigkeit —jedenfalls in dem Sinne, in dem wir diesen
Begriff in den Modellen der Art (W, I) eingefangen haben.
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KOROLLAR 3. (KONSISTENZ)
Jede Formelmenge L C S5 ist widerspruchsfrei.

BEWEIS. Angenommen L enthélt Formeln A und —A (dquivalent: L +
1). Dann ist A und =4 in S5 und also, nach dem gerade bewiesenen Satz,
E A und = —A in allen Modellen. Aber das bedeutet, daf fiir alle Punkte a
eines Modells, a = A und a = —A — im Widerspruch zur Modellbedingung

) .

SATZ 4. (VOLLSTANDIGKEIT) Das System S5 ist vollstindig fiir die oben
beschriebenen Modelle (W, I): Wenn = A in allen Modellen, dann b A in
S5.

Wir werden diesen Satz erst spéater beweisen. Zuvor wollen wir Modelle
betrachten, die in der Lage sind, auch andere Begriffe von Notwendigkeit
wiederzugeben. Dabei werden wir auf eine minimale Modallogik treffen,
die uns als Ausgangspunkt der weiteren Untersuchungen dienen wird. Dies
ist die Logik, welche die klassische Logik nur um die Regel RN sowie das
Schema K erweitert. Im folgenden verstérken wir schrittweise das System K
bis zur Logik S5 und kommen dann (pp. p.127ff.) auf die Vollsténdigkeit
von S5 zurtick.

5. Relationale Modelle und das modale System K

Wir haben schon eingangs darauf hingewiesen, dafl der Begriff der Not-
wendigkeit auf sehr verschiedene Weise bestimmt werden kann und das zu-
mindest einige dieser Bestimmungen auch davon abhéngig sein konnen, wie
unsere Welt beschaffen ist. Hier sind vier Beispiele indexikalischer Notwen-
digkeit:

- Physikalische Notwendigkeit. Die fundamentalen physikalischen Parame-
ter (wie Gravitation oder Lichtgeschwindigkeit) haben in unserer Welt w
bestimmte Werte. Wenn wir sagen, eine Aussage A gelte mit physikali-
scher Notwendigkeit, dann behaupten wir nicht, daf} sie in allen moglichen
Welten (im gesamten Bereich W) wahr sei, sondern in all denen, in denen
die fundamentalen physikalischen Parameter und Gesetze wie in a sind.
Wir quantifizieren also iiber einen Teilbereich M (a) C W, der abhéngig
von a bestimmt ist.

- Epistemische Notwendigkeit. Wir wissen vieles, jedoch nicht alles. Wenn
Hans weif}, daB Peter in Frankfurt zuhause ist (P), dann ist das so
(denn was nicht wahr ist, kann man nicht wissen), und dann blendet
Hans alle Moglichkeiten aus, in denen es nicht so ist. Das heifit, - P
stellt fiir Hans keine ernsthafte Moglichkeit dar, oder, anders gesagt, in



5. RELATIONALE MODELLE UND K 93

allen ernsthaften Moglichkeiten, die Hans in Betracht zieht, ist P wahr.
Statt von “ernsthaften Moglichkeiten” sprechen wir auch von epistemi-
schen Mdglichkeiten. Da fiir Hans die Aussage P in allen epistemischen
Moglichkeiten (“Welten”) wahr ist, ist P in diesem Sinne fiir Hans eine
epistemische Notwendigkeit. In anderen als der unseren Welt weifl Hans
andere Dinge. Was fiir Hans eine epistemische Moglichkeit in der einen
Welt ist, muf keine solche in einer anderen Welt sein. Auch hier quan-
tifizieren wir also iiber einen Teilbereich M (a) aller Moglichkeiten W, der
abhéngig von einem Ausgangspunkt a bestimmt ist.

- Deontische Notwendigkeit. In der deontischen Modallogik interpretieren
wir OA als: A soll der Fall sein. Normen teilen den Bereich moglicher
Welten in solche, die den Normen gehorchen (deontisch “ideale” Welten)
und solche, die das nicht tun. Viele Normen sind konditional: Im Fall A
soll B geschehen, im Fall C ist D geboten, und anderenfalls soll F sein.
Andere sind in einem bestimmten Sinne indexikalisch: Daf} alle gliicklich
sein sollen, bedeutet in einer Welt mit 4 Milliarden Menschen (1974) wohl
etwas anderes als in einer Welt mit 7 Milliarden (2011). Wie also einem
System von Normen zufolge eine Welt aussehen darf, wird in der Regel
auch davon abhéngig sein, wie sie tatséchlich ist. So ist zu erwarten, daf3
die Welten M (a), die von a aus gesehen zuléssig sind, verschieden sind
von denen, die unter den Gegebenheiten einer anderen Welt, a’, zulassig
sind.

- Temporale Notwendigkeit. Schliellich ist unschwer zu erkennen, dafl auch
die Zeitoperatoren des letzten Kapitels sich in dieses Schema einfiigen.
Von einem Zeitpunkt a aus betrachtet, war etwas in der Vergangenheit
notwendig (H), wenn es zu allen Zeitpunkten M(a) = {xr € W : z < a}
so war; die spiegelbildliche Formulierung gilt ebenso fiir die Zukunfts-
notwendigkeit G.

Vielleicht ist logische Notwendigkeit so etwas wie absolute Notwendigkeit:
Wahrheit in schlichtweg allen moglichen Welten. Dann ware die Wahrheits-
bedingung

) aEOAgdwVr:xEA
genau richtig. Andere wichtige Notwendigkeitsbegriffe sind aber nicht ab-
solut, sondern im gerade illustrierten Sinne relativ. Fiir diese erwarten wir

— wie in den Beispielen illustriert — eine Wahrheitsbedingung dieser Art:

(1) aEDAgdwVz:2z € M(a) = z = A.
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Nun kann es nicht Aufgabe des Logikers sein, die jeweiligen Mengen M (a)
zu bestimmen. (Das ist Aufgabe des Physikers, Metaphysikers oder Gesetz-
gebers, u.s.w.) Wohl aber kann er danach fragen, welche Strukturmerkmale
eine Einschrankung der Menge der Welten — gleichgiiltig, wie diese im Detail
ausfallen mag — haben kann und wie diese sich auf die logischen Eigenschaf-
ten des Notwendigkeitsbegriffs auswirken. In der Modallogik ist es iiblich,
solche Strukturmerkmale als Eigenschaften von Relationen anzugeben. Des-
halb schreiben wir ab nun “Rax” fir “z € M(a)” und reformulieren (}) so:

(0) a =0A gdw Vz : Rax = x = A.

Jetzt konnen wir allgemeine Eigenschaften der Relation R in den Blick
nehmen, wie Reflexivitdt, Symmetrie, Transitivitdt u.a.® Die Bedingung
(O) enthélt tibrigens die “absolute” Bedingung (1) als einen Grenzfall: (1)
resultiert aus (O) in dem Fall, in dem die Relation R universal in W ist,
d.h. alle Punkte in W zueinander in Beziehung setzt.

Mehrere Begriffe von Notwendigkeit kénnen offenbar gleichzeitig in einer
Theorie behandelt werden. So kénnte man Operatoren O, und O, mit Hilfe
zweier Relationen, R, und Ry, interpretieren. Wenn z.B. O, arithmetische
und Oy physikalische Notwendigkeit reprasentieren, dann werden wir eine
gewisse Interaktion zwischen den beiden Operatoren erwarten, beispiels-
weise

OA — 0O,A

— alle mathematischen Notwendigkeiten sind auch physikalisch notwendig.
Dieses Axiom wird giiltig durch die Bedingung Rgab = Rqab (d.h. Ry C
R, ). Die Bedingung besagt, dafl nur arithmetisch mogliche Alternativen zu
a auch physikalisch mogliche Alternativen sind.

Wenn wir OA deontisch interpretieren, d.h. im Sinne von “A sollte der
Fall sein”, dann setzt die entprechende Relation Rs eine Welt a in Beziehung
zu ihren “ethischen Vervollkommnungen”, d.h. Welten, in denen es sich so
verhélt, wie es in a sein sollte. Daf} etwas in einer Welt geboten ist, sagt
dann so viel wie, daf} es in allen “guten” Welten so ist. Nun sollten Normen
nichts physikalisch Unmogliches verlangen:

I:I(;A — <>¢A.

Dieses Schema geht offenbar einher mit der Bedingung, dafl unter den guten
Alternativen zu einer Welt mindestens eine sein muf}, die physikalisch rea-
lisierbar ist; kurz: Vadb : Rsab & Rgab. Logiken tiber Sprachen, in de-
nen verschiedene Modaloperatoren miteinander kombiniert werden kénnen,

5 Das geht natiirlich im Prinzip auch mit der M-Notation in (}). Dann wird Reflexivitit,
Raa, zu a € M(a) und Symmetrie, Rab = Rba, zu b € M(a) = a € M(b) (jeweils fiir
alle a,b € W).
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nennt man multimodale Logiken. Einfache Beispiele solcher Logiken haben
wir im Kapitel II tiber Zeitlogik kennengelernt. In diesem Kapitel werden
wir nicht weiter auf multimodale Logiken eingehen.

Unsere Modelle sehen jetzt so aus:

(W, R, I),

mit R C W x W. Die Bedingungen fiir die auf I basierende Wahrmacher-
relation |= sind wie zuvor — nun erweitert um die relationale Bedingung

(0).
e Die Modellkomponente (W, R) nennen wir einen Kripke-Rahmen und
bezeichnen die Klasse aller Kripke-Rahmen mit K. ¢

e Die Theorie der Kripke-Rahmen, Th(K), ist diejenige Teilmenge der
Formeln von £7, die wahr sind an allen Punkten in einem beliebigen
Modell auf einem beliebigen Kripke-Rahmen.

Notation: Wenn R eine Klasse von Rahmen ist, dann sei Th(R) = {4 €
FML : R = A}. Statt Th({R}) schreiben wir Th(R). Ahnlich notieren
die Theorien von Modellen M und Modellklassen M mit Th(M) bzw.
Th(M).
Die Definition von Th(K) enthélt eine dreifache Quantifikation. Sie ist
dennoch leicht zu fassen, da es sich um eine Abfolge nur von All-Quan-
tifikationen handelt: alle Punkte — alle Modelle — alle Rahmen. Fiir das
bessere Verstdndnis des Folgenden bietet sich hier eine Gelegenheit, sich
das zugrundeliegende Bild deutlich vor Augen zu stellen.

M=(R,1) Mod(R) R
M R’
.
() (b) ()

Das Bild veranschaulicht so etwas wie “Allgemeinheitsgrade der Wahrheit”.
In (a) sehen wir ein bestimmtes Modell M auf einem bestimmten Rahmen
R mit einem Punkt a. Wir kénnen nach der Wahrheit einer Formel A an
diesem Punkt fragen oder auch nach der Wahrheit von A im Modell — dann

6 Das ist die heute iibliche Benennung. Warum damit kein Priorititsanspruch in der
Sache angedeutet sein kann, haben wir schon zuvor erklart (pp. 81f.).
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fragen wir, ob A an allen Punkten in M wahr ist. Nun ist M ein Modell
unter vielen auf dem Rahmen R. In (b) sehen wir M dargestellt als Element
e ciner Klasse M’ von Modellen, die alle zur Klasse Mod(R) der Modelle
auf R gehdren. Auf dieser Ebene der Allgemeinheit kénnen wir fragen, ob
A in allen Modellen in M’ oder sogar in allen Modellen auf R, d.h. in
Mod(R) wahr ist. Im letzten Fall sagen wir, da A im Rahmen R wahr
ist, denn es kommt nun offenbar auf die Wahl der Modelle nicht mehr an.
In (c) erscheint R nun als zu einer Klasse R’ von Rahmen gehérig und die
Frage entsteht, ob alle Rahmen in dieser Klasse die Formel A wahr machen.
Schliefilich — der héchste Grad der Allgemeinheit — kénnen wir noch fragen
ob Rahmen iiberhaupt derart sind, dafi sie A wahr machen, und umgekehrt:
Welche Formeln sind in beliebigen Rahmen, d.h. in R wahr? Diese Grade
der Wahrheit sind in der folgenden Definition zusammengefaf3t.

DEFINITION 5. Es sei R eine Klasse von Kripke-Rahmen und M =
(W, R, I) sei ein Modell auf einem Rahmen (W, R) aus R.

1. Aist wahr an einem Punkta € W gdw a = A in M.

2. A ist wahr in einem Modell M gdw A an allen Punkten in M wahr
ist. Notation: M = A.

3. A ist giiltig in einem Rahmen R gdw A in allen Modellen auf R wahr
ist. Notation: R |= A.

4. A ist giiltig in einer Klasse R von Rahmen gdw A in allen R € R,
d.h. in allen Modellen auf beliebigen Rahmen in R wahr ist. Notation:
R E A.

5. Th(R) = {A: R = A} ist die Theorie der Rahmenklasse R.

Offensichtlich kann eine Formel wahr an einem Punkt sein, ohne wahr im
Modell zu sein; sie kann wahr in einem Modell sein, ohne wahr in einem Rah-
men zu sein, u.s.w. Vielleicht etwas weniger offensichtlich aber nicht minder
wichtig ist in dieser Hinsicht der Status von Regeln. So ist jeder Punkt eines
Modells unter Modus Ponens abgeschlossen; also ist auch Wahrheit im Mo-
dell, in einem Rahmen, und Giiltigkeit in einer Klasse von Rahmen unter
MP abgeschlossen. Die Punkte eines Modells sind jedoch nicht unter RN
abgeschlossen; wohl aber ist Wahrheit in einem Modell u.s.w. so abge-
schlossen. 7 Ferner ist der Begriff der Wahrheit in einem Modell nicht unter
gleichférmiger Einsetzung abgeschlossen. Dazu gentigt es, ein Modell M zu
betrachten mit nur einem Punkt a so, dal I(P,a) = 1 und I(Q,a) = 0.
In diesem Modell ist P wahr, d.h. M = P. Die in M falsche Formel Q
resultiert aus P durch den einfachsten Fall einer gleichférmigen Einsetzung.

7 Manchmal wird das so beschrieben: RN gilt nicht fiir “lokale”, sondern nur fiir “glob-
ale” Wahrheit in einem Modell. Siehe dazu auch den néchsten Abschnitt iiber den Status
des Deduktionstheorems.
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Wenn wir jedoch iibergehen zu Wahrheit in einem Rahmen (und Giiltigkeit
in einer Klasse von Rahmen), dann werden die Verschiedenheiten der Inter-
pretationen wegquantifiziert und die Regel der gleichférmigen Einsetzung
iibertriagt den Wahrheits- bzw. Glltigkeitsstatus von der Préamisse an die
Konklusion.

Die naheliegendste Frage tiberhaupt ist die Frage nach Wahrheit im allge-
meinsten Sinne, d.h. nach der Theorie der Klasse K aller Kripke-Rahmen.
Wir fragen hier nach der Logik von Notwendigkeit in einem nicht weiter
spezifizierten Sinne. Wie 1&8t sich diese Theorie axiomatisch beschreiben?

Die kleinste normale modale Logik K. Wir haben oben (p.80) schon
beschrieben, was wir unter einer Modallogik verstehen wollen. Das ist
jede Erweiterung L der klassischen Aussagenlogik KL in einer modalen
Sprache £, welche unter Modus Ponens und gleichférmiger Einsetzung ab-
geschlossen ist. ® Eine Modallogik nennen wir normal (vgl. p.90), wenn sie
dariiberhinaus unter der Normalitatsregel RK abgeschlossen ist:

(A1 A AAy) — A

RK (DA, A---ADOA,) — OA

(n>0).

Dafl RK aus K und RN folgt, wurde oben gezeigt. In umgekehrter Richtung
ist RN der (n = 0)-Fall von RK und der Schlu§ von (A — B) A A — B auf
O(A — B) AOA — OB ist ein (n=2)-Fall von RK, aus dessen Konklusion
das Schema K schon in KL durch Exportation fir — folgt. Da RK also
dquivalent ist zur Kombination von RN mit K, 148t sich die kleinste normale
Modallogik auch so beschreiben:

Das System K

T Jede Tautologie

K O(A— B) — (DA — OB)
A A—B A

Regeln TMP FARN

Da wir die Beobachtung spater gut brauchen koénnen, nutzen wir die
Gelegenheit, um zu bemerken, dafl die Regel RK (fiir Konjunktion und
Pfeil) eine Entsprechung findet in einer Regel fiir Annahmenmengen und
Ableitbarkeit.

8 “Modale Sprache” deutet hier die Interpretation von O als All-Quantor iiber die

Tragermenge eines Kripke-Modells an.
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LEMMA 6. In K gilt die folgende Regel fir :

Ay,... A, FB
OA,,...,0A, F OB

RK F (n >0).

BEWEIS. Sei X = {A1,...,A,} und OX = {0OA4,,...,04,}. Induktion
iiber die Lénge k einer Ableitung von B aus X, was hier so angedeutet sei:

X +F B.

Im Falle £k = 1 muBl B entweder (a) ein Axiom oder (b) in X sein. Wenn
(a), dann - B und also nach RN, - OB, woraus wir aufgrund der Monotonie
von t auf OX + OB schliefen diirfen. Wenn (b), dann fragen wir hier nach
OX + OB mit B € X, was aufgrund der Reflexivitdt (und Monotonie) von
F gilt.

Im Induktionsschritt nehmen wir nun an, daf fiir alle Langen ¢ < k gilt:

IA. X+ B=0X+OB.

Wir nehmen ferner an, daf X ¥ B (zz: OX F OB). Dann ergeben sich
die zwei Moglichkeit (a) und (b), wie gerade behandelt, sowie die weiteren
Falle, daf (¢) B durch MP oder (d) B durch RN gewonnen wurde.

Der Fall (c), MP, stellt sich so dar: In die Position k der Ableitung durften
wir B eintragen, da es Positionen = und y vor k und eine Formel B gibt mit

XHF C— B sowie X F*C.
Darauf kénnen wir die IA anwenden und erhalten
(*) OX FO(C — B) und (1) OX +OC.
Nun folgt aus (x) aufgrund von K (und MP), dafl
0X +0OC — OB,

woraus aufgrund von (1) (und MP) folgt, dal OX + OB, wie gewlinscht.

Im Fall (d), RN, ist B von der Form OC und es gibt ein z < k mit X H* C.
Darauf wenden wir die TA an und erhalten OX F OC. Eine Ableitung von

OC konnen wir mittels RN zu einer Ableitung von OOC (=0B) verldngern.
So erhalten wir OX + OB, wie gewiinscht. "
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Anmerkung. Man beachte, dal wir uns zu RKF nicht auf folgende einfache
Weise verhelfen konnten: Aus Aq,...,A, - B gewinnen wir durch fort-
gesetzte Anwendung des Deduktionstheorems und Importation zunéchst
A A---ANA, — B. Darauf wenden wir RK an und bringen dann die
Konjunkte wieder auf die rechte Seite von . Wie schon bemerkt, ist das
Deduktionstheorem fiir K nicht zuldssig!

LEMMA 7. RKF ist aquivalent zu RN und

ABFC

RR 0A,0BF0OC"

BEweis. Die Richtung RKF = RRF & RN ist trivial. Fiir die umge-
kehrte Richtung induzieren wir iiber die Anzahl n > 0 der Annahmen.

Im Fall n = 0 haben wir - B und wenden RN zur gewiinschten Konklusion
F OB an.
Unsere IA ist fiir m < n,

Ay,...,A,+FB
OAy,...,04,, - 0B’

IA.

Wir nehmen an, dafl (1) A4,..., Amn, Ams1 B B. Daraus folgt schon fir KL
(2) Ay, A ANAma B B

Im Schritt von (1) nach (2) haben wir die Anzahl der Annahmen auf m
reduziert, weshalb wir von der TA Gebrauch machen diirfen:

(3) OAy,...,04,, 1,0(An A Apy) - OB.
Nun haben wir aufgrund von RR}-,
(4) OA,,, 041 FO(AR A Aps).

(Denn ganz allgemein kénnen wir nach RRF von A, B+ A A B iibergehen
zu OA, 0B F O(A A B).) So folgt aus (3) und (4) durch Schnitt

OAs,...,0A,,OA, 1 - OB,

wie gewiinscht. .

Eine alternative Axiomatisierung von K ergibt sich aus dem folgenden
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LEMMA 8. FEine Modallogik ist genau dann normal, wenn ste alle Tau-
tologien enthdlt (1), unter der Regel

A+~ B

RE. 0OA < OB

abgeschlossen ist, sowie alle Instanzen dieser Schemata enthdlt:

N. aT
C. OAAOB — O(AAB)
M. O(AAB)—>D0OAAOB

BEWEIS. Von links nach rechts folgt die Beobachtung recht unmittelbar
durch Anwendung von RK mit n = 1 bzw. n = 2. In der umgekehrten
Richtung leiten wir RN und K ab.

Ad RN: Wenn - A, dann - A < T. Also nach RE, - 0OA < OT. Da
FOT, so folgt - OA.

Ad K: Wir beweisen zunéchst den Abschlufl unter der Regel

A—B
RM. 0A — OB
(1) A—B Annahme
(2) O(A— B) 1, RN
(3) OA—0O(A— B)ADOA 2, T ete.
(4) OA—B)AODA—-O(A—-B)AA) C
(5) O(A—B)ANA) - O(AAB) 7, RE
(6) DA—O(AAB) 3,4,5
(7) O(AAB)— OB M, 7 etc.
(8) OA— OB 6,7
Sodann:

) (A=-B)ANA—B T

(2) O(A—-B)AA)—-OB 1,RM

(3) O(A— B)ADA—0OB 2, C, 1 etc.
(4) O(A— B)— (0A— B) 3,71 etc

Es stellt sich heraus, daf} alle Modelle auf Kripke-Rahmen die Eigen-
schaft haben, neben den klassischen Tautologien das Axiom K zu verifizieren
und daf die Menge der in einem solchen Modell verifizierten Formeln unter
Modus Ponens und RN abgeschlossen ist. Da das Axiom und die Regeln
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hier im schematischen Sinne verstanden sind, folgt unmittelbar auch die
Eigenschaft, unter gleichférmiger Einsetzung abgeschlossen zu sein. Das ist
im wesentlichen der Gehalt des folgenden Satzes. Zusammen mit dessen
Umkehrung kommen wir so zu dem Resultat, dal das System K genau
die Theorie der Kripke-Rahmen im allgemeinsten Sinne beschreibt, also
Th(K) = K.

SaTz 9. (RICHTIGKEIT) Das System K ist korrekt fir die Klasse K der
Kripke-Rahmen: Wenn b A in K, dann A € Th(K), d.h. M = A in allen
Modellen M auf beliebigen Kripke-Rahmen.

BEWEIS. Es geniigt, den Beweis von Satz 2 um die Verifikation des Sche-
mas K jetzt unter der relationalen Bedingung (O) zu ergéinzen:

1 (1) aE=O(A— B) Annahme

2 (2) aEDOA Annahme

3 (3) Rab Annahme/zz b |E= B
1 (4) Ve:Rar=zxkE=A—B 1 (0)

1 (5) Ve:Rax &z EA=xzEB 4(—)

2 (6) Vy:Ray=yEA 2 (0O)

23 (7)) bEA 3,6

123 (8) bl=B 3,5,7

Es folgt die Umkehrung des Satzes:

SaTz 10. (VOLLSTANDIGKEIT) Das System K ist wvollstindig fir die
Klasse K der Kripke-Rahmen: Wenn A € Th(K), dann + A in K.

Um den Satz zu beweisen, kontraponieren wir und nehmen an, dafl eine
Formel A kein Theorem von K sei. Dazu miissen wir ein Modell auf
einem Rahmen in K finden, welches A an einem Punkt falsch macht. Man
beachte, daB es fiir den Satz geniigen wiirde, wenn es fiir jedes Nicht-
Theorem (mindestens) ein falsifizierendes Modell gdbe. Wir werden etwas
Starkeres zeigen: Es gibt ein Modell, welches jedes Nicht-Theorem falsi-
fiziert. Dieses Modell werden wir das kanonische Modell M¥ fiir K nennen.
Da dieses Modell umgekehrt auch jedes Theorem von K wahr macht, stellt
es K richtig und vollstéandig dar: Es macht genau die Theoreme von K wahr
und ist in diesem Sinne ein charakteristisches Modell fiir K.

Wie sieht nun das kanonische Modell fiirr K,

M = (WK R 1),

aus? Die Punkte in W¥ sind Formelmengen. Genauer: W¥ ist der Bereich
aller Formelmengen, die im Sinne von K maximal konsistent sind.
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e Eine Menge X C FML ist genau dann maximal konsistent im Hinblick
auf eine Logik L, wenn

M1. X t/, L (Konsistenz), und
M2. VA : wenn A ¢ X, dann X, A by, L (Maximalitét).

Wenn wir in diesem Abschnitt von maximaler Konsistenz sprechen, dann
ist diese immer beziiglich der Logik K gemeint.

Maximal konsistente Mengen X haben einige Eigenschaften, die den
Schliissel zum Vollstandigkeitssatz abgeben. Dazu gehoren diese:

M3. "Ae X gdw A ¢ X.
In der LR-Richtung driickt M3 noch einmal die Konsistenz M1 von
X aus. In umgekehrter Richtung nehme man an, dafl sowohl A ¢ X
als auch A ¢ X. Dann X, AF L und X,-AF 1, woraus X + L
folgt — entgegen M1!

M4. Ae X gdw X + A.
Die LR-Richtung ist trivial. Fiir RL nehmen wir an, dafl X - A und
A¢ X, dh. X, AF L. Dann erhalten wir durch Schnitt X - 1 —
Widerspruch zu M1!

M5. ANBe X gdw A€ X und B € X.
Wenn AN B € X, dann X F A A B, woraus durch A-Beseitigung
folgt, dafl X F A und also (nach M4), dal A € X; ebenso fiir B. Fiir
die umgekehrte Richtung kehren wir das Argument um und benutzen
A-Einfiithrung.

Es sei nun WX die Menge aller maximal konsistenten Mengen. Dann 148t
sich gleich eine weitere Beobachtung iiber den Schnitt aller Mengen in W¥
anfligen:

M6. WK = K.
Die D-Richtung ist einfach: Es sei X eine beliebige Menge in W¥
und A sei in K, also - A. Dann X F A (Monotonie von F!) und also
A € X (M4!). — Fiir die umgekehrte, d.h. die C-Richtung brauchen
wir das folgende Lemma.

LeMMA 11. (Lindenbaum) Jede (L-) konsistente Formelmenge X lafit
sich zu einer mazimal konsistenten Menge (beziiglich L) erweitern.

Den Beweis haben wir in der Einleitung gegeben fiir eine ganze Klasse von
Logiken L, zu denen insbesondere jede Erweiterung der klassischen Aus-
sagenlogik KL, also auch K, gehort. .
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Nun fahren wir fort mit der Verifikation von M6, d.h. wir zeigen, daf3
N WX C K, oder, in anderen Worten:

wenn VX € WK : A e X, dann A € K.

Wir beweisen die Kontraposition. Angenommen eine Formel A (eine be-
stimmte Formel, kein Schemal) ist kein Theorem von K. Dann wissen
wir, da§ (in K) {—-A} I/ L, d.h. {—A} ist eine konsistente Formelmenge
(beziiglich K). Nach Lemma 11 1&8t sich {=A} zu einer Menge X in W¥
erweitern. Diese Menge X enthélt =A und daher (M3!) A ¢ X. So haben
wir, wie gefordert, gezeigt, dafl es unter der Annahme A ¢ K eine Menge
X in WX gibt mit A ¢ X.

Fiir die abschlieBende Beobachtung iiber maximal konsistente Mengen
wollen wir eine abkiirzende Notation vereinbaren. Wenn in einer Formel-
menge X O-Formeln vorkommen, z.B. OA, dann kénnen wir in einer an-
deren Menge X" alle Formeln einsammeln, von denen in X behauptet wird,
sie seien notwendig, also z.B. A. Die Menge X" ist gewissermafien die “Ent-
notwendigung” von X:

X" ={A:0A4€X}.

Wenn nun X eine maximal konsistente Menge ist, dann konnen wir folgendes
beobachten:

M7. OA € X gdw fiir alle maximal konsistenten Y: X" CY = A€ Y.

Warum es wert ist, die Beobachtung M7 festzuhalten, mag sich nicht un-
mittelbar erschlieffen. Deshalb sei hier eine Lesart angegeben, die andeutet,
wohin die Reise gleich gehen wird.

(M7.) In einer Menge X in WX ist eine Formel OA “wahr® (0A € X) gdw
A in allen Mengen Y in W¥ “wahr” ist, die zu X in dieser Relation
stehen: X" C Y. (Das sollte einen an die Wahrheitsbedingung fiir
O-Formeln denken lassen!)

Es folgt der Beweis von M7:

Die LR-Richtung folgt unmittelbar aus der Definition von X"”: Wenn
OA € X, dann ist A in X" und also auch in jeder Obermenge Y von
X", — Fiir die umgekehrte Richtung nehmen wir an, dafi 0A ¢ X. (Wir
zeigen dann die Verneinung der rechten Seite.) Aus der Annahme folgt,
dal A ¢ X". Es sei nun X’ = X" U {-A}. Diese Menge ist konsistent.
(Angenommen, das sei nicht so, d.h. X7, -A F 1, also X"  A. Dann
gibtes Aq,..., A, in X" so,daB Ay, ..., A, F A. Darauf wenden wir RKF
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an und erhalten OA,...,0A, - OA. Da aber jedes A; € X", so ist jedes
OA; € X. Daher X - OA und so (M4!) OA € X — im Widerspruch zu
unserer Voraussetzung.) Die konsistente Menge X’ konnen wir zu einer
maximal konsistenten Menge Y erweitern (Lemma 11). Da —A € Y,
so ist (M3!) A ¢ Y. Wir sind also, wie gewiinscht, von der Annahme
OA ¢ X zur Verneinung der rechten Seite gekommen: 3Y so, dafl Y
maximal konsistent ist, X" ist in Y enthalten, und A ¢ Y.

Die Menge WX des kanonischen Modells fiir K haben wir bestimmt und
einige wichtige Eigenschaften ihrer Elemente genannt. Die kanonische Rela-
tion R¥ sei nun so wie in (M7) angedeutet, definiert: Fiir alle X,Y € WX,

(RK) REXY gdw X" C VY.

Es ist klar, da (WX, RK) ein Kripke-Rahmen ist. Denn WX ist eine
nicht-leere Menge und R¥ ist eine binire Relation in W¥. Wir erginzen
diesen Rahmen zu einem Kripke-Modell, in dem wir eine Interpretation
I . ATM x WX — {0,1} definieren:

(I%) I®(P,X)=1gdw P € X,

flir beliebige Atome P. Es folgt der Hauptsatz fiir das kanonische Modell:

SATZ 12. Im kanonischen M¥ = (WX, RK X)) fir K gilt fiir alle For-
meln A und X e W¥: X E A gdw A € X.

BEWEIS. Induktion iiber den Aufbau von A. Die Basis A = P ist durch
die Definition (I®) gegeben. Fiir die Fille A = =B und A = B A C greifen
wir auf M3 bzw. M5 zuriick. Im Fall A = OB ist zu zeigen, dafl

X OB gdw VY : REXY = X = B.

Die Induktionshypothese diirfen wir auf X = B anwenden und REKXY
16sen wir nach Definition (R¥) auf. So erhalten wir

XEOBgdwVY : X°CY = BeX.

Die rechte Seite bedeutet aber nach M7 nichts anderes als OB € X. =
KOROLLAR 13. Das kanonische Modell M¥ ist charakteristisch fir K.

BEWEIS. Sei Th(M¥) = {A: M¥ | A}. Nun gilt M¥ = K gdw VX €
WX X | A. Nach dem Satz ist die rechte Seite genau dann wahr, wenn
VX e WK A€ X, dh. A e NWK. Wir wissen (M6!) dal WK = K.
Also ist Th(M¥) = K. .
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Der Vollstandigkeitssatz 10 folgt nun unmittelbar aus diesem Korollar:
Wenn A kein Theorem von K ist, dann gibt es ein Modell auf einem Kripke-
Rahmen — nimlich das kanonische Modell M¥ — in welchem die Formel A
nicht wahr ist. Kontraponiert: Wenn es in der Klasse K der Kripke-Rahmen
kein A falsifizierendes Modell gibt, A also in K giiltig ist, dann ist A ein
Theorem von K.

Wenn wir das Argument fiir die Vollstdndigkeit von K beziiglich der
Klasse K der Kripke-Rahmen Revue passieren lassen, dann stellen wir fest,
da nur an wenigen Stellen etwas davon abhing, daf§ es hier um die kleinste
normale Modallogik K und um die Klasse aller Kripke-Rahmen ging.

- Der Begriff einer maximal konsistenten Formelmenge wurde im Hinblick
auf Ableitbarkeit - in beliebigen Logiken L definiert (M1 und M2).

- Die Eigenschaften M3-5 griffen zuriick auf ganz allgemeine Eigenschaften
der Relation F-.

- Fir M6 haben wir das Lindenbaum-Lemma zwischengeschaltet. Auch
dieses beruht auf allgemeinen Eigenschaft von .

- Allein in M7 ging es ein wenig modal zu. Hier mufiten wir auf RN und K
zuriickgreifen. Das bedeutet, dafl wir M7 fir jede Modallogik, die iiber
diese Ressourcen verfiigt, also fiir jede normale Modallogik die Eigenschaft
M7 nachweisen konnen.?

- Fur den Beweis des Satzes 12 und sein Korollar wurde nur noch auf M1-7
zuriickgegriffen.

Eigentlich haben wir also ein starkeres Resultat bewiesen, ndmlich

SATZ 14. Wenn L eine normale Modallogik ist, dann gilt im kanoni-
schen Modell MY fiir alle Formeln A und X € W¥: X = A gdw A € X.

Daraus folgt als Korollar, daB M™ charakteristisch fiir L ist.
Wenn nun die Logik L eine echte Erweiterung von K ist, dann kommen
Eigenheiten dieser Logik erst ins Spiel, wenn wir fiir die Vollstandigkeit

9 Wir haben auch von der Regel RKF Gebrauch gemacht. Die Zulissigkeit dieser
Regel fiir K haben wir durch eine Induktion tiber die Lénge einer Ableitung bewiesen.
Solche Induktionen sind nicht stabil gegen Erweiterungen um beliebige Regeln, denn
neue Regeln zwingen zur Beriicksichtigung neuer Ableitungsmoglichkeiten. Regeln, die,
wenn K hinzugefiigt, RKF unzuléssig machen wiirden, sind aber nicht sehr natiirlich
(d.h. wohl nur mit dieser Absicht ersonnen) und spielen daher in den {iiblichen Logiken
keine Rolle. Fiir alle Modallogiken, die wir hier betrachten, ist RKF eine gute Regel.
Im Ubrigen kénnten wir fiir den Vollstandigkeitsbeweis RKF umgehen, indem wir max-
imale Konsistenz etwas anders definieren; vgl. z.B. Chellas [53] oder Humberstone [144,
§2.4]. Diese alternative Definition von Konsistenz resultiert aus einer alternativen Ableit-
barkeitsbeziehung, die wir im néchsten Abschnitt besprechen werden.
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von L im Hinblick auf eine irgendwie eingeschriankte Klasse L. von Rahmen
argumentieren. Hier ist noch einmal das schematische Argument:

- Angenommen A ¢ L. (Wir wollen beweisen, dafl es dann ein Modell auf
Rahmen in L gibt so, daB8 A in diesem Modell nicht wahr ist.)

- Wir bilden das kanonische Modell M.
- Wir wissen, da$f M" j£ A.
- Aber ist MY ein Modell auf einem Rahmen in L7

Hier brauchen wir einen Nachweis, daB MY die nétigen Bedingungen fiir
Rahmen in L erfillt — und dieser Nachweis wird sich auf solche Axiome von
L stiitzen, die iiber K hinausgehen.

Damit haben wir eine Blaupause skizziert fiir Richtigkeits- und Vollstan-
digkeitsnachweise fiir Erweiterungen von K. Wir betrachten hier der Ein-
fachheit halber den Fall, dafl wir K um nur ein Axiom Az erweitern.

- Wir suchen nach einer hinreichenden Bedingung Bed so, daf§ Az giiltig ist
in der Klasse Bed(K) der Rahmen, welche diese Bedingung erfiillen. Auf
der Grundlage des Richtigkeitssatzes fiir K beweisen wir so die Richtigkeit
von K + Az fir Bed(K).

- Fir die Vollstandigkeit von K+ Az bzgl. Bed(K) miissen wir nur zeigen,
dafl das kanonische Modell fir K + Az (genauer: die Rahmenkompo-
nente des Modells) die Bedingung Bed erfiillt. (Der Rest geht wie fiir K
vorgefiihrt.) Das wird nur gelingen, wenn Az hinreichend fiir den Nach-
weis von Bed ist.

- Axiom und Bedingung miissen also genau zueinander passen: Die Bedin-
gung muf} hinreichend fiir das Axiom sein (Richtigkeit), und das Axiom
muf hinreichend fiir die Bedingung sein (Vollstandigkeit). Wenn beides
zutrifft, dann korrespondieren Axiom und Bedingung.

Solche Korrespondenznachweise haben uns schon im Kapitel I1.8 iiber Zeit-
logik beschéftigt und wir werden ihnen weiter im Abschnitt 8 nachgehen.
Zunéchst jedoch kehren wir kurz zum Thema der Ableitbarkeit in der Modal-
logik zurtick.
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6. Giiltige Schliisse und das modale Deduktionstheorem

Bevor wir uns moglichen Erweiterungen von K zuwenden, wollen wir noch
einmal die Frage nach einem geeigneten Deduktionstheorem fiir normale
Modallogiken aufnehmen. Wir haben oben (p. 87) beobachtet, dafl die Regel
RN dazu fiithrt, da3 das Deduktionstheorem der KL,

(Ded) X,AFB = X+ A— B,

in der Modallogik nicht mehr gelten kann.!© (Die Umkehrung von (Ded)
gilt natiirlich weiter uneingeschrénkt.) Denn wenn wir eine kontingente An-
nahme A machen, dann erlaubt uns RN im néchsten Schritt einer Ableitung,
OA aufzuschreiben, mit dem Resultat A - OA. Wiirden wir jetzt (Ded) an-
wenden, so erhielten wir F A — OA. Das ist aber sicher keine giiltige
Formel. (Das kleinste Gegenmodell hat zwei Punkte: a | A, Rab und
b= A.) Also (Vollstandigkeit!) ist A — OA kein Theorem von K.

Schon die Sequenz A + OA erregt vielleicht Verdacht. Kann man aus
kontingenten Annahmen auf notwendige Wahrheiten schliefen? Ist so etwas
nicht ein elementares Beispiel eines ungiiltigen Schlusses? Nach dem bishe-
rigen Stand unserer Definitionen konnen wir diese letzte Frage eigentlich
noch gar nicht entscheiden. Denn wir haben in Definition 5 wohl definiert,
was eine gliltige Formel ist (in einer Klasse von Rahmen), nicht jedoch, was
ein giiltiger Schluf ist. Es ist an der Zeit, dies nachzuholen.

Giiltige Schliisse tibertragen die Wahrheit der Pramissen auf die Konklu-
sion. Sie tun dies mit einer gewissen Zwangslaufigkeit, d.h. “ohne Aus-
nahme”. Diesen Aspekt der Zwangslaufigkeit holen wir ein durch eine All-
quantifikation iiber einen geeigneten Bereich von Moglichkeiten, in denen
die Préamissen und die Konklusion eines Schlusses einen Wahrheitswert tra-
gen. Wir sagen: B folgt (giiltig) aus A, wenn in jeder Moglichkeit fiir
A wahr zu sein, auch B wahr ist. In der klassischen Aussagenlogik waren
die Moglichkeiten Wahrheitswertverteilungen iiber die Atome einer Sprache.
Solche Verteilungen sind die Modelle M = ({0, 1}, I) einer wahrheitsfunk-
tionalen Sprache. Giiltige Folgerung = war demnach so definiert:

(*) X E A gdw VM: wenn M = X, dann M = A.
Nun werden an den Punkten eines Kripke-Modells (W, R, I) Wahrheitswerte

iiber die Atome genauso wie in Modellen der klassischen Aussagenlogik
verteilt. In diesem Sinne ist ein Punkt a € W selbst “wie ein Modell”. Wenn

10 vgl. den Aufsatz “Does the Deduction Theorem fail for modal logic?” [124], in dem
der Frage sehr sorgfiltig und detailreich nachgegangen wird. Die richtige Antwort ist
natiirlich ein klares “Jein”, abhingig davon, was unter dem Deduktionstheorem ver-
standen wird und wie die Modallogik aussieht, fiir welche die Frage gestellt wird.
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Folgerung allgemein Wahrheitsiibertragung ist, dann liegt es jetzt nahe, Fol-
gerung in einem Modell als “lokale” Wahrheitsiibertragung zu definieren —
die loci sind hier die Punkte des Modells:

(lok) X ¢ A in M gdw Ya € W: wenn a = X, dann a |= A.

Sodann quantifizieren wir die Eigenheiten einzelner Kripke-Modelle weg,
indem wir Folgerung in allen Kripke-Modellen (auf einer Klasse R von Rah-
men) in den Blick nehmen:

(Lok) X = Ain R gdw VM € M(R) : X X A in M.

Nach dieser Definition lokaler Folgerung miissen wir allerdings die Regel
RN, d.h. den Ubergang von A zu OA als eine ungiiltige Folgerung beschrei-
ben. Denn, wie schon anléaflich der Definition 5 beobachtet, ist Wahrheit an
einem Punkt in einem Modell, also lokale Wahrheit, nicht unter der Regel
RN abgeschlossen. Erst der Begriff der Wahrheit in einem Modell, d.h.
Wahrheit an allen Punkten des Modells — globale Wahrheit, wie wir auch
sagen konnen — ist so abgeschlossen. Vielleicht ist es also diese Art von
Wahrheit, an deren Ubertragung uns beim Folgern liegen sollte. In diesem
Sinne folgt A aus X in einem Modell, wenn die globale Wahrheit von X,
die globale Wahrheit von A impliziert, d.h.

(glob) X =9 Ain M gdw: wenn M = X, dann M = A.

Auch hier wollen wir schliefflich von den Eigenheiten einzelner Modelle ab-
sehen und erhalten so eine Definition globaler Folgerung in einer Klasse R
von Rahmen:

(Glob) X E9 A (in R) gdw VM € M(R): wenn M = X, dann M | A.

Dafl auch diese Definition der Vorlage (*) auf natiirliche Weise folgt, ist
unschwer zu erkennen; sie folgt der Vorlage sogar in einem engeren Sinne
als (Lok) dies tut. Denn obgleich die Punkte eines Kripke-Modells selbst
“wie” Modelle sind, so sind sie es doch nicht im wortlichen Sinne.

Die beiden Definitionen bestimmen die Relation der Folgerung auf sehr
verschiedene Weise. Lokale Folgerung ist die starkere Relation, d.h.

=

Denn wenn fiir alle Punkte @ in einem Modell gilt: a EF X = a | A, dann
ist es sicher auch so, dafl wenn alle Punkte in einem Modell X erfiillen, dann
erfiillen sie auch A. Das Beispiel

AEDA
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einer global aber nicht lokal giiltigen Folgerung zeigt, dal die Umkehrung
nicht gilt. Nur im Falle der leeren Pramissenmenge laufen beide Relationen
auf dasselbe hinaus, d.h. Formeln — nicht Sequenzen — sind genau dann
global giiltig, wenn sie lokal giiltig sind.

Die Relation - der Ableitbarkeit pafit also besser zu |= im globalen als
im lokalen Sinne. Tatséchlich koinzidiert globale Folgerung =9 in K mit
Ableitbarkeit - aus Annahmen in K, kurz:

(9) ES =k .
Auf der anderen Seite hat = die zu (Ded) passende Eigenschaft:
X, AE'B= XE'A- B.

Bei diesen Beobachtungen kénnten wir es bewenden lassen, denn Ableit-
barkeit aus Annahmen und semantische Folgerung werden uns in diesem
Kapitel nicht weiter beschéftigen — uns geniigt hier der Begriff eines Theo-
rems und der einer giiltigen Formel. Es sollen aber noch kurz drei Moglich-
keiten besprochen werden, sich trotz der beschriebenen Schwierigkeiten zu
einem modalen Deduktionstheorem zu verhelfen. Besonders die ersten zwei
Moglichkeiten sind in der Literatur héufig anzutreffen. '

1. Wenn uns daran liegt, dann kénnen wir auf der Basis des axiomati-
schen Systems K eine Relation > einfithren, welche mit lokaler Folgerung
iibereinstimmt:

(0) =L = ok

Diese Relation by definieren wir so:

(>) Xpog Agdw 3A,..., A, e X :Fk A1 A NA, — A

Dafl die Relation > die Eigenschaft (¢) hat, 148t sich schnell zeigen. Denn

Ay Ay ErAgdwVMYa e MialE A1 & - &alEA, = alEA
gdw VMVYae M:al=A1N---NA, = A
gdw VM : MEA AN NA, = A
gdw F A3 A---ANA, — Ain K (Satz 10!)
gdw Ay, ..., A, bk A.

1 Vgl. dazu auch [81, pp. 61-64]



110 MODALLOGIK III.

Die Verhiltnisse fafit die folgende Tafel zusammen, wobei der Doppelpunkt
: jeweils entweder - oder > vertritt.

Ded A:04 =g =g

F N J N J
> J N J N

2. Eine andere Moglichkeit besteht darin, an der iiblichen Definition der
Ableitbarkeit aus Annahmen festzuhalten, die Menge der Theoreme von K
aber anders zu axiomatisieren. So konnen wir die Regel RN ersetzen durch
das Schema

N. or,

zusammen mit der Aquivalenzregel RE. Die Menge der Theoreme dieses
neuen axiomatischen Systems — nennen wir es KT — ist identisch mit K so
wie auf p. 97 definiert. Aber die jeweiligen Relationen der Ableitbarkeit aus
Annahmen sind verschieden:

0 gt = 0Fk, jedoch Fgr C Fx .

Warum ist das so? In KT konnen wir nur eine eingeschriankte Version von
RN ableiten, ndmlich T / OT, oder dquivalent,

FA
FOA.

Im Gegensatz zu RN und MP ist diese Regel keine Ableitungsregel, sondern
eine Beweisbarkeitsregel: Wenn A ein Theorem, d.h. beweisbar ist, dann ist
auch OA ein Theorem. So ist denn in K die Sequenz A - OA nicht generell
herleitbar und damit ist das wesentliche Hindernis fiir (Ded) aus dem Weg
geriumt. Da das System KT gar keine (primitiven) modalen Regeln hat,
konnen wir genau wie fiir KL zeigen, daf Fg+ sich der Eigenschaft (Ded)
erfreut. 12

3. Schliefllich kénnen wir sowohl an der iiblichen Definition einer Ablei-
tung aus Annahmen festhalten, als auch bei der Festlegung eines axioma-
tischen Systems auf eine Unterscheidung verschiedener Arten von Regeln
verzichten. In diesem Fall kénnen wir nach Bedingungen fiir X und A
fragen unter denen (Ded) auch in einer Modallogik gilt, d.h. nach einem
Prinzip suchen, das als eingeschrénkte Variante von (Ded) erkennbar ist. 3

RNT.

12 Fine Variante dieses Ansatzes wird in [76, Kap. 1.4] vorgestellt.

13 Antworten auf eine der beiden Fragen kénnen typischerweise so reformuliert werden,
dafl sie auch als Antwort auf die jeweils andere Frage taugen. Das gilt z.B. fiir das im
Text vorgestellte Theorem einerseits und den Ansatz von Fitting in [77] andererseits.
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Da in K nur die Regel RN der Eigenschaft (Ded) entgegensteht, ist
klar, daf aus jeder modalen Variante von (Ded) folgen mufl, dafi (Ded)
unverandert gilt, solange sich die Ableitbarkeitsbehauptung im Antezedens
von (Ded) auf eine Ableitung stiitzen kann, die ohne RN auskommt. In
allen {ibrigen Féllen mufl die Variante die Anwendungen von RN fiir das
Antezedens durch eine diesen Anwendungen entsprechende Abschwéichung
des Konsequens kompensieren. Genau dies leistet der folgende Satz.

SATZ 15. (DEDUKTIONSTHEOREM FUR K, (Mints 1974) Chagrov & Za-
kharayaschew 1997) Angenommen

X,AF B

aufgrund einer Ableitung, in welcher RN n-mal (n > 0) auf Formeln ange-
wandt wurde, die in der Ableitung von A abhdngig sind. Dann

X+FOAA---AO"A — B.

(Hier steht O" fiir die n-fache Iteration des O-Operators; also 0%A =
AOA=0A4, .. ,0"4A=00"1A4)

Bewels. Induktion iiber die Lénge k einer Ableitung von B aus (X, A).
Im Fall k£ =1 gibt es keine Anwendungen von RN und so argumentieren wir
wie fiir das nicht-modale Deduktionstheorem. (X F* A deute eine Ableitung
von A aus X in k Schritten an.)

Im Induktionsschritt nehmen wir an (IA), dafl der Satz fiir alle Ab-
leitungen kiirzer als k gilt. Wir unterscheiden nun zwei Félle.

Erster Fall: B wurde durch einen MP-Schritt gewonnen. Dann gibt es
i,j < k mit

X,AF Cund X,AH C = B,
wobei RN /- bzw. m-mal (¢, m < n) auf Formeln abhéngig von A angewandt
wurde. Wir wenden die TA an und erhalten

XFOUA - ADA—- Cund X FOYAN---AD0™A - (C — B),

woraus die gewiinschte Sequenz folgt.
Zweiter Fall: B wurde durch einen RN-Schritt gewonnen. Dann gibt es
1 < k mit
X, A+ Cund B=0OC

Wir wenden die TA an und erhalten

X+OAA---AO"A > C
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unter m < n Anwendungen von RN auf von A abhéngigen Formeln. FEine
Anwendung von RK ergibt

X +Foo®AA---ADO™A — OC, d.h.
XFOMUAA---ADO™A 5 B,

woraus die gewiinschte Sequenz folgt. .

KORROLLAR 16. In K gilt: Wenn X, A+ B aufgrund einer Ableitung,
in der RN nicht angewandt wurde (n =0 im Satz), dann X H A — B.

Um den Satz auf eine Sequenz X, A + B anwenden zu konnen, reicht
es nicht — wie im Falle des klassischen Deduktionstheorems — zu wissen,
dafl es eine Ableitung von B aus (X, A) gibt. Vielmehr missen wir eine
Ableitung vorlegen und priifen, wie oft RN auf von A abhéngige Formeln
in der Ableitung angewandt wurde. D.h. wir brauchen mehr und vor allem
eine andere Art von Information als fiir das klassische Deduktionstheorem.
Das andert sich, wenn wir Erweiterungen von K betrachten. Es sei KT4
— auch bekannt als S4 — die Erweiterung von K um die Schemata T und 4
(siehe p. 87).

SATZ 17. (DEDUKTIONSTHEOREM FUR KT4) Wenn X,A + B, dann
X+OA— B.

BEWEIS. Angenommen X, A - B. Dann gibt es eine Ableitung von B aus
(X, A), welche die Bedingung im Antezedens des Satzes 15 erfiillt. Somit

(1) X+DO%ANA---AO"A - B.
Aus 4 und RM erhalten wir die Implikationskette
(2) FO'A— ... > 0O"A
und somit aus (1)

(3) X+FAANOA— B.

Mit T, - OA — A, folgt dann aus (3) die gewlinschte Sequenz X + 0A — B.
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7. Erweiterungen von K

Wir wollen mit KT variabel normale Modallogiken bezeichnen, also Er-
weiterungen von K unter der Bedingung, da diese unter MP, RN und
gleichférmiger Einsetzung abgeschlossen sind. Wenn X ein Formel- oder
Regelschema ist, dann sei K + X die normale Erweiterung von K um das
Schema X; wir schreiben dafiir manchmal auch KX.

Man beachte, da K + X nicht dieselbe Menge ist wie K U {A
A ist eine Instanz von X }. Diese letztere Menge ist weder unter MP noch
unter RN abgeschlossen, d.h. keine normale Modallogik. Die Operation
+ der normalen Erweiterung einer Modallogik ist also stérker als die ein-
fache Mengenoperation U.

Auf der einen Seite haben wir also normale Modallogiken, auf der anderen
Seite Kripke-Rahmen — im folgenden einfach “Rahmen” genannt — und deren
Theorien. Zur Erinnerung:

(Def. Th) Th(R) = {A € L5 : R = A},

Da die kleinste normale Logik K die Theorie der Kripke-Rahmen im allge-
meinsten Sinne abgibt, so liegt die Vermutung nahe, dafl jede normale Logik
die Theorie einer Klasse von Kripke-Rahmen in einem eingeschrankteren
Sinne ist. Wenn das so wére, dann kénnten wir auch sagen: Eine Modal-
logik ist genau dann normal, wenn sie die Theorie einer Klasse von Rahmen
ist. Das ist nicht so, wie wir gleich sehen werden. Festhalten kénnen wir
jedoch die folgende

BEOBACHTUNG 18. Fiir jede Rahmenklasse R C K ist Th(R) eine nor-
male Modallogik.

BEWEIS. Allgemein gilt, dal wenn R C K, dann Th(K) C Th(R). Da
Th(K) = K, ist Th(R) also eine Erweiterung von K. Ferner ist Giiltigkeit in
Rahmen unter MP, RN und gleichférmiger Einsetzung abgeschlossen. Also
ist Th(R) eine normale Erweiterung von K. ]

Die Basislogik K ist offenbar zu schwach, um die logischen Wahrheiten,
die wir unter den oben genannten Beispielinterpretationen von O erwarten
diirfen, einzufangen. Dieses System kann nur als Ausgangspunkt dienen fiir
den Aufbau von Systemen, die eher als K dafiir geeignet sind, eine Logik
der Notwendigkeit abzugeben. Eines der ersten Postulate, die in diesem
Sinne gute Kandidaten sind, wére

T. 0A — A.
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Aber auch z.B.
4. 0A — O0A4

sieht nicht schlecht aus. Weitere prominente Schemata, die wir in diesem
Kapitel in den Blick nehmen werden, sind diese:

D. 0A — OA;
B. A — OCA;
5. CA — OCA.

Die Erweiterung von K um, beispielsweise, die Schemata T und 4, K +
(T,4), bezeichnen wir auch kurz mit KT4. Diese Logik taucht schon als S4
in C.I. Lewis’ Reihe von Modallogiken auf. Uns interessiert natiirlich die
Frage, welche Art von Notwendigkeit KT4 beschreibt. Dazu wére es hilf-
reich zu wissen, welche strukturierten Moglichkeitsraume, d.h. welche Rah-
menklasse K'T4 richtig und vollstdndig beschreibt. Mit anderen Worten,
wir fragen nach einer Rahmenklasse R so, dal Th(R) = KT4. Diese Rah-
menklasse werden wir bald beschreiben. Wir wollen die Frage aber etwas
allgemeiner angehen, indem wir zunéchst tiber das grundséatzliche Verhaltnis
zwischen Rahmenbedingungen und modallogischen Formeln nachdenken.

8. Determination, Definition und Korrespondenz

Im Kapitel IT tiber Zeitlogik haben wir gesehen, wie sich zeitlogische Formeln
in die Pradikatenlogik iibersetzen lassen. Dasselbe gilt natiirlich fiir die
Formeln der strukturell gleichen Sprache L£n. So ist die Aussage, daf§ die
Formel OP — P (P € ATM) am Punkt a eines Modells wahr ist, genau
dann wahr, wenn

Vy(Ray =y = P) = a = P.

Die Eigenschaft eines Punktes y, P in einem gegebenen Modell wahr zu
machen, kénnen wir auch mit Py notieren, und = verstehen wir im Sinne
der materialen Implikation —. So erhalten wir

t(a) Vy(Ray — Py) — Pa.

Ebenso kénnen wir die Wahrheit von OP — P an allen Punkten eines Mo-
dells, also Wahrheit im Modell, in die Sprache der ersten Stufe {ibersetzen:

t(M) Vz(Vy(Rzy — Py) — Pux).
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Wie steht es nun mit Wahrheit in allen Modellen, d.h. Giiltigkeit in einem
Rahmen K7 Jetzt quantifizieren wir iiber wechselnde Interpretationen von
P, d.h. wechselnde Eigenschaften von Punkten. So erhalten wir als Uber-
setzung der Aussage, dal OP — P in allen Modellen wahr sei, eine Formel
zweiter Stufe:

t(K) VoVz(Vy(Rxy — ¢y) — dx).

Das ist nicht weiter iiberraschend: Jede modallogische Formel korrespondiert
per Ubersetzung mit einer priidikatenlogischen Formel. Uberraschend ist
vielmehr, daf} sich manchmal die Quantifikation zweiter Stufe tiber Inter-
pretationen (V¢...) eliminieren 148t und so eine Formel erster Stufe entsteht,
welche nur auf die Rahmenkomponenten von Modellen Bezug nimmt: Die
Modellbeschreibung zweiter Stufe erweist sich als dquivalent zu einer Rah-
menbeschreibung erster Stufe. Wenn wir z.B. in t(K) fiir ¢ die Eigenschaft
Rzx( ) einsetzen, dann erhalten wir

Vz(Vy(Rry — Rxy) — Rxx),

woraus offensichtlich Vz(Rzx) folgt. In umgekehrter Richtung nehmen wir
an, dafl (1) Vz(Rzx) und (2) Yy(Ray — Py) (mit Punkt a und Eigenschaft
P beliebig gewihlt). Das zu zeigende Pa folgt dann unmittelbar, indem
wir @ in (1) fiir z und in (2) fiir y einsetzen. Zusammengefafit: Die Stan-
dardiibersetzung der Aussage, dal OP — P in allen Modellen auf (W, R)
wahr ist, t(K), ist dquvalent zu Va(Rzx).

Bemerkung. An dieser Stelle entsteht natiirlich die Frage nach einer all-
gemeinen Charakterisierung solcher (Modelle beschreibenden) Formeln
zweiter Stufe, die zu einer (Rahmen beschreibenden) Formel erster Stufe
dquivalent sind. Eine Antwort auf diese Frage gibt der Satz von Sahlquist,
den wir hier aber nicht behandeln werden. 4 Es seien hier nur die wichtig-
sten Ergebnisse zusammengefafit. Modale Axiome lassen sich generell in
die Sprache zweiter Stufe iibersetzen. Wenn die Ubersetzung eine so-
genannte Sahlqvist-Formel ist — und diese Bedingung ist entscheidbar —,
dann 148t sich effektiv eine dem Axiom entsprechende Formel erster Stufe
finden (Sahlqgvist-van Benthem-Algorithmus). Wenn die Ubersetzung kei-
ne Sahlqvist-Formel ist, dann ist die Frage zunéchst offen, ob es die
gewiinschte Formel erster Stufe gibt; tatsdchlich ist diese Frage nicht
entscheidbar (Satz von Chagrova [51]). Gibt es nun Bedingungen erster
Stufe, die nicht &dquivalent zu einer Sahlqvist-Formel sind aber dennoch

1 Siehe dazu [31, Kap. 3-4].
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einem modalen Axiom entsprechen? Ein solches Beispielpaar wird in [31,
pp. 167-169] vorgefiihrt: Die Ubersetzung des McKinsey-Axioms

M. 00CA — OOA

ist ebensowenig eine Sahlqvist-Formel wie die Ubersetzung der Konjunk-
tion M A (OA — 0O0OA).'5 Die Konjunktion korrespondiert jedoch mit
dieser Bedingung erster Stufe:

Vedy(Rzy AVz(Ryz — z = y)).

(Ende der Bemerkung.)

Klassen von Kripke-Rahmen koénnen im Prinzip auf zweierlei Weise fest-
gelegt werden:

1. Wir kénnen Rahmen unter eine direkte Bedingung stellen. Im fol-
genden verstehen wir darunter immer eine Bedingung, die sich in der
Sprache der ersten Stufe formulieren 148t. Fiir eine solche Bedingung
(Bed) notieren wir mit Bed(K) die Klasse derjenigen Rahmen in K,
welche (Bed) erfillen.

2. Wir konnen Rahmen unter eine indirekte Bedingung stellen, namlich
die Bedingung, dafl in ihnen die Theoreme einer bestimmten normalen
Modallogik L giiltig seien. Fiir eine Logik L notieren wir mit Rm(L)
die Klasse der diese Bedingung erfiillenden Rahmen, der Rahmen fiir
L, wie wir auch sagen werden.

Rm(L)={K € K: K = L}.
Aus der Definition geht unmittelbar hervor, daf3
Th(Rm(L)) = L.
Man beachte ferner, daff wenn S ein Formelschema ist, dann
Rm(S) = Rm(K + 5)

(und Th(Rm(S)) = K+ S5). Denn jeder Rahmen ist schon ein Rahmen fiir
das Basissystem K.

Wenn nun Th(Bed(K)) = L, dann legt die Rahmenbedingung (Bed)
gewissermafien die Logik L fest; wenn andererseits Rm(L) = Bed(K), dann
legt die Logik L die Bedingung (Bed) fest. Im ersten Fall sagt man auch, dafl
die Bedingung (bzw. die Rahmenklasse, die unter der Bedingung steht) die
Logik determiniert; im zweiten Fall sagt man, daf§ die Logik die Bedingung
definiert. Die folgende Definition fafit das zusammen:

15 Van Benthem (in [30, p. 12]) beobachtet, da M #quivalent ist zu ~O(GA A OG=A) und
bietet eine interessante Glossierung an: “Nichts ist absolut relativ”.
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DEFINITION 19. Es sei L (2 K) eine normale Modallogik, L. (C K) sei
eine Rahmenklasse, (Bed) sei eine Bedingung erster Stufe auf Rahmen.
1. Die Rahmenklasse IL determiniert die Logik L gdw Th(L) = L.
2. Die Logik L definiert die Rahmenklasse L gdw Rm(L) = L.
3. Die Bedingung (Bed) determiniert das Schema S gdw
Th(Bed(K)) =K+ S.
4. Das Schema S definiert die Rahmenbedingung (Bed) gdw
Rm(S) = Bed(K).

Wenn ein Schema eine Rahmenbedingung definiert, dann wollen wir auch
sagen, dafl Schema und Bedingung miteinander korrespondieren. Daf} eine
Bedingung (Bed) ein Schema S determiniert, haben wir zuvor auch so aus-
gedriickt: Die Logik K + S ist richtig und vollstdndig im Hinblick auf alle
Rahmen, welche die Bedingung (Bed) erfiillen.

Nach der Definition stehen ein Schema S und eine Rahmenbedingung
(Bed) genau dann in der Korrespondenzrelation, wenn die Rahmen fiir S
genau die (Bed)-Rahmen sind, d.h.

(Korr) YMe{(K,I): KeK}: MES gdw Bed(K).

Fiir den Nachweis einer solchen Korrespondenz gentigt es also einen beliebi-
gen Punkt a in einem beliebigen Modell (IC, I') zu betrachten und zu zeigen,
daf

a = S gdw K die Bedingung (Bed) erfiillt.

Wir wollen das an einem einfachen Beispiel veranschaulichen.

BEOBACHTUNG 20. Die Bedingung (Refl), Raa, korrespondiert mit dem
Schema T, OA — A.

BEWEIS. Rechts nach links. Wir betrachten einen Punkt a in einem re-
flexiven Rahmen und zeigen, dafl a = 0A — A:

(1) aEU0OA Annahme (zz a = A)
(2) Vz:Raxr = 2xF=A 1,(0)

(3) Raa Reflexivitét!

4) aEA 2,3

Links nach rechts. Wir kontraponieren (Korr) und betrachten einen beliebi-
gen nichtreflexiven Rahmen K. (Wir miissen nun ein Modell auf I finden,
welches an einem Punkt eine Instanz von T falsifiziert.) Sei a ein nichtrefle-
xiver Punkt in K. Das Modell (C,I) kénnen wir so wéhlen, daf fiir ein
Atom P, I(P,a) = 0 und fir alle  mit Raz, I(P,z) = 1. Dann haben wir
a |= OP wihrend a £ P, wie gewiinscht. (Alternativ wiirde jedes Modell
mit I(P,a) =0 und I(P,z) = 1 mit = aus einer beliebigen Obermenge von
R(a) = {x : Rax} demselben Zweck dienen.) .
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Wir wissen nun, daf§ T und (Refl) miteinander korrespondieren; oder an-
ders ausgedriickt: T definiert (Refl), bzw. die Logik KT definiert Refl(K).
Diirfen wir daraus schlieflen, dafl die Klasse der reflexiven Rahmen die Logik
KT determiniert? Wir fragen hier nach der Implikation

(%) Rm(KT) = Refi(K) = Th(Refi(K)) = KT.

Nun ist es so, dafl das Konsequens von (x) in diesem Fall wahr ist: die Klasse
der reflexiven Rahmen determiniert K'T. Tatséchlich jedoch kénnen wir im
allgemeinen aus der Korrespondenz, d.h. der Definition einer Rahmenklasse
durch eine Logik, nicht auf die Determination der Logik durch diese Rah-
menklasse schliefien. Schon das Beispiel von KT und (Refl) verdeutlicht die
Problematik eines solchen Schlusses.

Um zu beweisen, dal KT durch die Klasse der reflexiven Rahmen deter-
miniert ist, fiihren wir ein Vollstdndigkeitsargument mit Hilfe des kanoni-
schen Modells MXT fiir KT. Nachdem wir uns davon iiberzeugt haben,
daB MXT E OA — A, verbleibt zu zeigen, dafl MXT reflexiv ist. Letzteres
folgt aber nicht aus der bloBen Korrespondenz Rm(KT) = Refl(K). Aus
der Korrespondenz konnen wir nur schlieflen, dafl

Wenn VI : (KXT 1) = 0A — A, dann Refl(KKT).

Wir haben die kanonische Interpretation I®T so definiert, da sie das T-
Schema in KX7T verifiziert; aber wie steht es mit anderen Interpretationen
auf K¥T? Solange wir solche Interpretationen, die das Schema falsifizieren,
nicht ausschliefen kénnen, bleibt trotz Korrespondenz die Frage offen, ob
MXET ein nichtreflexives Modell fiir KT ist. Genau diese Moglichkeit gilt
es auszuschlieen, wenn wir von der Korrespondenz zur Determinierung
iibergehen mochten.

Es ist iibrigens nicht schwierig Modelle zu finden, in denen T gilt, R jedoch
nicht reflexiv ist. Man betrachte zum Beispiel ({a,b}, R, I) mit Rab und
Rba. Fir alle Atome P sei I(P,a) = 0 = I(P,b). Eine Induktion iiber
A zeigt, dal OA — A an jedem Punkt dieses nichtreflexiven Modells
wahr ist. Das liegt natiirlich daran, dal wir I so definiert haben, dafl T
erzwungen wird, ohne dafl R im Modell reflexiv sein mufl. Im kanonischen
Modell fiir eine Logik definieren wir I auch so, daf§ wir die Wahrheit der
Theoreme im Modell erzwingen. Nichts schliefit bisher aus, dafl wir das
tun konnen ohne auch die korrespondierenden Eigenschaften der Relation
R zu erzwingen.

Die Korrespondenz zwischen (Refl) und T verhilft uns also nur dann zum
Determinationsresultat, wenn wir zeigen konnen, dafl T im kanonischen
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Rahmen KX7T giiltig ist (und nicht blofl im kanonischen Modell MET wahr
ist). Wenn das so ist, dann — so wollen wir sagen — ist T kanonisch.

e Eine Formel A ist kanonisch, wenn fiir jede normale Modallogik L mit
A € L gilt: A ist giiltig im kanonischen Rahmen fiir L.

e Eine Logik L ist kanonisch, wenn jedes Theorem von L kanonisch ist.

e Ein Schema S ist fiir eine Rahmenbedingung (Bed) kanonisch, wenn (a)
S in jedem (Bed)-Rahmen giiltig ist, und (b) fiir jede normale modale
Logik L mit A € L gilt: der kanonische Rahmen fiir L erfiillt (Bed).

Um unter der Vorraussetzung der Korrespondenz zu zeigen, dafl ein Sche-
ma kanonisch fiir eine Bedingung ist, geniigt es offenbar, sich von (b) zu
iberzeugen, d.h. die Bedingung fiir den L-kanonischen Rahmen einer be-
liebigen normalen Modallogik L, die das Schema enthélt, nachzuweisen. Der
Beweis der nachsten Beobachtung fiithrt das beispielhaft vor.

BEOBACHTUNG 21. T ist kanonisch fir (Refl).

Bewels. Wir haben unter 20 schon gezeigt, dal T und (Refl) korre-
spondieren. Wie betrachten nun das kanonische Modell MY fiir eine be-
liebige Logik L mit T als Theorem und nehmen an, das Modell enthalte
einen irreflexiven Punkt a, also nicht Raa. (Die Punkte im kanonischen Mo-
dell, obgleich Formelmengen, bezeichnen wir fortan mit Kleinbuchstaben.)
Nach der Definition von R im kanonischen Modell, ist dann «" nicht in a
enthalten, d.h. es gibt eine Formel A in ¢ und nicht in a. A € a” be-
deutet: OA € a. Aber MY ist charakteristisch fiir L (M6) und also haben
wir OA — A € a. Ferner ist a unter MP abgeschlossen. Also ist A € a,
im Widerspruch zu unserer Annahme. Die Rahmenkomponente K% des ka-
nonischen Modells ist also reflexiv. Aus der Korrespondenz (Kor)(rechts
nach links) von T mit (Refl), diirfen wir daher schlieBen, daB K = T, der
kanonische Rahmen fiir L also ein Rahmen fiir T ist. .

Da T kanonisch fiir (Refl) ist, wissen wir nun insbesondere, daf} das ka-
nonische Modell fiir KT, welches beliebige Nicht-Theoreme von KT falsi-
fiziert, wie gewiinscht reflexiv ist. So folgt unmittelbar aus den Beobach-
tungen 20 und 21 das

KOROLLAR 22. Die Logik KT ist richtig und vollstindig beziiglich der
(determiniert durch die) Klasse reflexiver Rahmen.

Das gerade erprobte Rezept fiir Determinationsresultate mit der kanoni-
schen Modell-Methode 14t sich offensichtlich nicht nur verallgemeinern,
sondern auch unter eine schwachere Bedingung stellen. Tatséchlich brauchen
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wir fiir den Richtigkeitsteil der Determination (a) nur eine Hélfte der Korre-
spondenz; und fiir den Vollstandigkeitsteil geniigt es, sich davon zu iiberzeu-
gen, daf (b) das kanonische Modell die fragliche Bedingung erfiillt. Diese
Beobachtung fithrt uns zur Einfiihrung einer weiteren Relation:

e Das Schema S korrespondiert kanonisch mit der Bedingung (Bed) gdw

(a) S € Th(Bed(K)), und

(b) fiir jede normale modale Logik L mit S € L hat das kanonische
Modell M" die Eigenschaft (Bed).

Es ist diese Relation, die im Beweis der Richtig- und Vollstandigkeit einer
Modallogik im Hinblick auf eine Rahmenklasse zum Zuge kommt; prakti-
scherweise setzen wir dabei fiir die Variable L das System K + S ein. Man
beachte, daf} viele Autoren mit “Korrespondenz” die Relation der kanomni-
schen Korrespondenz meinen! 16

SATZ 23. FEs sei ein S ein Formelschema in Lo und (Bed) eine Rah-
menbedingung. Wenn (a) S € Th(Bed(K)) und (b) das kanonische Modell
fir K+ S die Bedingung (Bed) erfillt, dann determiniert die Klasse der
Rahmen unter der Bedingung (Bed) die Logik K+S: K+S = Th(Bed(K)).

Der Satz schlieft natiirlich auch den Fall ein, daffi K gleich um mehrere
Axiome erweitert wird; S moge dann fiir die Konjunktion dieser Axiome
und Bed fiir die Konjunktion der den einzelnen Axiomen entsprechenden
Bedingungen stehen. Etwas allgemeiner halten wir das in einem Korollar
fest.

KOROLLAR 24. Es seien Sy, ..., S, Formelschemata und Bedy, ..., Bed,
Rahmenbedingungen so, daf$ jedes Paar (S;, Bed;) (1 < n < n) jeweils die
Bedingungen (a) und (b) des Satzes erfillt. Dann gilt

K+ S +---8, =Th(Bed,(K)N---N Bed, (K)).

Wir betrachten nun einige wichtige Korrespondenzen. Tafel 1a enthalt
eine Liste von Rahmenbedingungen. In der rechten Spalte sind die Namen
der korrespondierenden Schemata angegeben, welche in Tafel 1b zusam-
mengestellt sind. All diese Schemata sind kanonisch, weshalb die Tafeln
kanonische Korrespondenzen angeben, aus denen gleich Determinationsre-
sultate ablesbar sind. Beides miissen wir noch zeigen: daf es sich um Kor-
respondenzen handelt und dafl die Schemata kanonisch sind.!”

16 Im Zweifel schaue man auf die Beweise von “Korrespondenz”-Beobachtungen.
17 Weiter unten (p. 150) werden wir ein Schema kennenlernen, das Léb-Schema W,
welches nicht kanonisch ist.
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Bedingungen
(Refl)exiv Raa T
(Trans)itiv Rab & Rbc = Rac 4
(Sym)metrisch Rab = Rba B
(Eukl)idisch Rab & Rac = Rbc 5
(Erw)eiterbar Va3b : Rab D
(Dicht) Rab = dc: Rac & Rcb 4,
(Konv)ergent Rab & Rac = 3d: Rbd & Red G
(Unv)erbunden R=10 Ver
Schemata
(Refl)exiv OA— A A—CA T
(Trans)itiv 0OA - 004 OCA—CA 4
(Sym)metrisch A—-004 OOA—-A B
(Eukl)idisch CA—-0OCA ©OOA—UOA 5
(Erw)eiterbar 0OA — A D
(Dicht) O0A 504  OA—O0A 4
(Konv)ergent OCOA — 0OCA G
(Unv)erbunden A— DA CA— A T,

Ob wir die eine oder andere Eigenschaft von R fiir richtig halten, hangt von
der Art der Notwendigkeit bzw. Mdoglichkeit ab, die wir im Auge haben.
In jedem Fall schrianken wir aber durch solche Eigenschaften die Klasse der
betrachteten Modelle ein und erweitern damit die Chancen von Schemata
auf logische Giiltigkeit.

SATZ 25. (KORRESPONDENZ) Fir die Paare (Bed,S) in der obigen Tafel
gilt: Ein Rahmen IC erfillt die Bedingung (Bed) gdw K = S (d.h. Rm(K +
S) = Bed(K)).

BEweIs. Fiir die LR-Bedingung ist in einem beliebigen Modell auf Rah-
men, welche die Bedingung erfiillen, die Wahrheit des Axioms an einem
beliebig gewéhlten Punkt nachzuweisen. Die Ausfithrung sei dem Leser
iiberlassen.

Die RL-Bedingung beweisen wir, indem wir ein Modell so konstruieren auf
einem beliebigen Rahmen, der die Bedingung nicht erfiillt, daf} eine Instanz
des Axioms an einem Punkte falsch wird. Notation: R(a) = {z : Raz} und
R(a) = A gdw x = A fiir alle # € R(a). Die Korrespondenz von T mit
(Refl) wurde oben schon unter 20 bewiesen.



122 MODALLOGIK | IIL

Ad (Trans, 4): Wir betrachten einen Rahmen mit Punkten a, b, ¢ so, dafl
Rab und Rbe, jedoch nicht Rac. Fiir I fordern wir I(P,¢) = 0, sowie
R(a) = P. Dann a = OP. Da Rbe, ist b = OP, weshalb a = OOP.

Ad (Sym, B): In einem Rahmen gebe es Punkte a und b mit Rab, jedoch
nicht Rba. Wir setzen I(P,a) = 1 sowie R(b) = = P. Nun besagt a = OCP,
dafl Vz : Rax = Ty : Rry & y | P. Danach mifite es insbesondere fiir
b einen Punkt y geben mit y = P, was nach Voraussetzung ausgeschlossen
ist.

Ad (Eukl, 5): Ein Rahmen enthalte Punkte a,b,c¢ mit Rab und Rac,
jedoch weder Rbc noch Reb. Wir setzen I(P,¢) = 1 sowie R(b) E —P.
Dann a | OP aufgrund von Rac. Nun behauptet a = OOCP, dafl es von
b und von ¢ ausgehend erreichbare Punkte gibt, die P wahr machen. Aber
fiir b ist das nach der Voraussetzung nicht der Fall.

Ad (Erw, D): Hier betrachten wir einen Rahmen mit einem R-Endpunkt a.
Dann gilt a |= OP trivialerweise; und da es keinen Punkt gibt, der von a aus
erreichbar ist, so gilt nicht a = OP. (NB: Wir haben hier keine Annahmen
iiber die Bewertung von Formeln gemacht. In Rahmen mit Endpunkten
werden alle Instanzen von D falsch.)

Ad (Dicht, 4c): In einem Rahmen gebe es Punkte a und b mit Rab und
ohne einen Punkt ¢ zwischen a und b (d.h. nicht Rac und Rcb). Ferner set-
zen wir (a) I(P,b) = 0 und (b) fiir alle  mit Raxz: R(x) = P. Dann haben
wir aufgrund von (b) a = OOP. Nun behauptet a = OP, daf insbesondere
b = P, was nach (a) falsch ist. Man beachte, dafi im (ausgeschlossenen)
Falle eines Punktes z zwischen a and b, die Festsetzungen fiir b und R(z)
inkonsistent waren. Wir hétten dann b |= P und b = —P.

Ad (Konv, G): Wir betrachten einen Rahmen mit Rab, Rac, Red, jedoch
nicht Rbd. Wir setzen R(b) = P und R(c) | —P. Dann gilt b = OP und
also (Rab!) a = OOP. Jedoch ist P an keinem Punkt in R(c) wahr; daher
¢ £ OP und also (Rac!) a = OOP. Man beachte, dafl im (ausgeschlosse-
nen) Falle Rbd die Festsetzungen fiir R(b) und R(c) inkonsistent wiren: Wir
hétten dann d = P und d | —P.

Ad (Unv, T.): Ubung. .

Die Tafel auf p. 121 gibt gewissermaflen einen Baukasten ab, aus dem wir
uns bedienen kénnen, um Logiken und dazu passende Rahmen zu basteln.
Auf der Basis eines umfangreicheren Baukastens listet Chellas [53, pp. 285f.]
eine Auswahl (!) von 142 Erweiterungen von K auf. Von Bedeutung sind
aber nur eine Handvoll solcher Systeme. Einige Logiken haben traditionelle
Namen, die wir rechts anfiihren:
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KD = SDL
KT=T
KT4 =S4
KT4G = S4.2
KT5 =S5

KD (= SDL) ist das sogenannte Standardsystem Deontischer Logik (zuerst
in von Wright [287]; siehe auch die Einleitung in [136]). KT4 (= S4) ist
ein System, welches oft favorisiert wird sowohl als die Logik epistemischer
als auch metaphysischer Notwendigkeit. KT4B (= S5), welches dquivalent
ist zu KT5, gilt, wie eingangs erklart, als bester Kandidat fiir die Logik
logischer Notwendigkeit. Auf das sogenannte intermedidre Systeme S4.2
werden wir spater zuriickkommen. Einen Eindruck von der relativen Starke
der Systeme gibt die folgende Tafel. (Schwéchere Systeme unter stérkeren;
alle Kanten geben echte Inklusionsverhéltnisse an.)

KT4B = KT5 = KD4B

Manche Kombinationen von K mit verschiedenen Axiomen haben denselben
Effekt. So laBt sich zum Beispiel das System S5 auf verschiedene Weisen
axiomatisieren.

BEOBACHTUNG 26. KT5 =KT4B = KD4B = KDB5 (= S5).

BEWEIS. Zu beweisen ist eine zyklische Inklusionskette, zum Beispiel
KT5 C KT4B C KDB4 C KDB5 C KT5.

Fiir diese Kette geniigt es zu zeigen, daf (a) KT4B - 5, (b) KD4B I~ T,
(c) KDB5 - 4, sowie (d) KT5 F D und KT5 F B. (Ubung.) .

Aus der Aquivalenz der Kombination von Schemata zum System S5 folgt,
aufgrund des Korrespondenzsatzes, auch die Aquivalenz der Kombination
der korrespondierenden Bedingungen. Also:
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Refl Erw
Refl
Trans ; & < < Trans
Eukl
Sym Sym

(Umgekehrt stellt der direkte Nachweis der Aquivalenz der drei Bedingungs-
kombinationen einen alternativen Beweis der Beobachtung 26 dar.) Da die
Konjunktion von (Refl), (Trans) und (Sym) das Definiens einer A quivalenz-
relation ist, konnen wir auch einfach sagen: S5 definiert die Klasse der
Aquivalenzrahmen.

Wir moéchten, daf die Tafel auf p. 121 Richtigkeits- und Vollstandigkeits-
resultate iiber Erweiterungen von K anzeigt. Dazu fehlt jetzt noch der
Nachweis, dafl die Schemata in der Tafel kanonisch sind.

SATz 27. Alle Schemata in der Tafel auf p. 121 sind kanonisch.

BEwEIs. Fir jedes der Korrespondenzpaare bestehend aus einem Schema
S und einer Bedingung (Bed) zeigen wir, da8 der kanonische Rahmen Kr
(L eine beliebige Logik, die S enthélt) die Eigenschaft (Bed) hat.

Universal quantifizierte Bedingungen, wie Transitivitat oder Symmetrie,
sind recht einfach zu verifizieren. Bedingungen mit existentieller Quantifika-
tion, wie Erweiterbarkeit, Dichte oder Konvergenz, stellen dagegen eine et-
was groflere Herausforderung dar. Wir geben hier jeweils zwei Beispiele.

Es sei zunéchst an die Definition der Relation R im kanonischen Rahmen
erinnert:

I. RabgdwVA:OA€a = A€b (dh. a° Cb),

wobei a und b hier maximal konsistente Mengen im Sinne von L sind. Es
ist leicht zu sehen (M3!), daf auch folgendes fiir solche Mengen a und b gilt:

II. Rab gdw VA: A € b, dann CA € a.

Erinnert sei auch daran, daf§ jeder Punkt im kanonischen Rahmen fiir L
mit S alle Instanzen von S enthélt (M6!) und daf die Punkte unter Modus
Ponens abgeschlossen sind.

Ad 4: Wir zeigen, daB R im kanonischen Rahmen fiir L mit 4 transitiv
ist.

(1) Rab Annahme

(2) Rbc Annahme (zz Rac)

(3) DA€a Annahme (zz A € ¢, nach I)
(4) OA—O0O0A€a Schema 4

(5) ODOA€a 3,4

(6) DA€b 1, nach I

(7) Aec 2,6, nach I
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Ad 5: Wir zeigen, dafl R im kanonischen Rahmen fiir L mit 5 euklidisch
ist.

(1) Rab Annahme

(2) Rac Annahme (zz Rbc)

(3) ODAech Annahme (zz A € ¢, nach I)
(4) ©OA€a 1,3, nach II

(5) ©OA—0Ae€a Schemab

(6) ODA€a 4,5

(7) Aec 2,6, nach I

Ad 4.: Wir zeigen, dafl R im kanonischen Rahmen fiir L mit 4. dicht ist.
Wir nehmen also an, dafl Rab und zeigen, daf} es einen Punkt ¢ gibt mit
Rac und Rcb. D.h., wir suchen einen Punkt ¢ mit a” C ¢ und c¢® C b. Wir
betrachten die Formelmenge

C=a"U{CA: Achb}.

Wenn C' konsistent ist, dann gibt es nach Lindenbaum eine Erweiterung
¢ O C im kanonischen Rahmen. Wir wissen, da a® C C C ¢, also Rac
(nach I). Ferner gilt: VA: A€ b= CA € C (C ¢); also auch Rcb (nach II).
Die Menge c erfiillt so die gewiinschte Bedingung.

Wir zeigen nun, daf3 C konsistent ist. Angenommen, das ist nicht der Fall.
Dann gibt es Formeln (1) Ay, ..., Ay € a” und (2) OBy, ...,OB, € {OB:
B € b}, welche zusammen L-inkonsistent sind. Wir wollen die Konjunktio-
nen dieser Formeln jeweils zu A und B abkiirzen. Die letzte Abkiirzung ist
gerechtfertigt, da L regulér ist, d.h. CAANCA’ < G(AAA") (und ebenso fiir
0). Aus der Annahme, da§ C' inkonsistent ist, folgt so, daf§ (3) A — ~-OB
in L. Aus (1) und (2) folgt jeweils (unter Verwendung der Abkiirzung)

(4)0A€a und (5) Behb.

Auf (3) wenden wir RM an und erhalten 0A — O-<B in L, woraufhin aus
(4) folgt, da O-CB € a, d.h. (5) OO-B € a. Jetzt verwenden wir das
Schema 4., um aus (5) auf (6) OB € a zu schlieen. Wiederum aufgrund
der Annahme Rab folgt aus (6), dafl =B € b. Aber nach (5) wére b nun
inkonsistent, d.h. kein Punkt im kanonischen Rahmen — Widerspruch!

Ad G: Wir beweisen, dal R konvergent ist im kanonischen Rahmen fiir
L mit G. Dazu nehmen wir an, daf§ Rab und Rac und zeigen, dafl es dann
einen Punkt d gibt mit Rbd and Recd. Wir beginnen mit der Formelmenge

D=b"Uc".
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Es ist klar, dal RbD und ReD. Wenn D konsistent ist, dann garantiert das
Lindenbaum-Lemma eine maximal konsistente Erweiterung d von D mit
den gewiinschten Eigenschaften Rbd und Rcd.

Angenommen, D ist nicht konsistent. Dann gibt es Formeln By, ..., B, €
b” und C4,...,C, € c” so, dal deren Konjunktion L-inkonsistent ist. Die
Konjunktion von By, ..., B;, wollen wir zu B, die Konjunktion von C1, ..., C,
zu C' abkiirzen. Es folgt unmittelbar, dafl

(1) @By,...,0B, €b und (2)0C,..,0C, €c.
Da L regulér ist, folgen aus (1) und (2) jeweils
(3)O0Be€b und (4)OC €ec.

Die Annahme der Inkonsistenz von D bedeutet, dafl B — —C' in L. Daraus
folgt aufgrund von RM<, OB — &—=C und also (5) ¢B — —-0OC in L.
Aus Rab und (3) folgt (wie eingangs bemerkt), dal OB € a, woraus wir
per Schema G auf OCB € a schlieflen diirfen. Daraus folgt aufgrund der
weiteren Annahme Rac, dal OB € ¢. Aber jetzt konnen wir mit (5) auf
—0OC € ¢ schlieBen. Somit wére nach (4) ¢ inkonsistent und also, entgegen
unserer Annahme, kein Punkt im kanonischen Rahmen. .

Aus diesem Satz zusammen mit dem Korrespondenzsatz 25 folgt nun un-
mittelbar der Determinationssatz:

SATZ 28. (RICHTIGKEIT & VOLLSTANDIGKEIT) Fir alle Paare (Bed,S)
in der Tafel auf p. 121 gilt: Th(Bed(K)) = K + S. Ferner gilt fir jede
Kombination von korrespondierenden Bedingungen und Schemata:

Th(Bed;(K)N---N Bed,(K)) = K + 81 4 -+ 8,,.

Insbesondere haben wir das folgende

KOROLLAR 29.

1. Die Klasse der reflexiven und transitiven Rahmen determiniert das Sys-
tem S4 (= KT4).

2. Die Klasse der reflexiven und euklidischen Rahmen (d.h. die Klasse
der Aquivalenzmhmen) determiniert das System S5 (= KT5).

Damit sind wir wieder bei einem alten Bekannten: der Logik logischer
Notwendigkeit, S5.



9. UNIVERSALE RAHMEN 127

9. Die Vollstandigkeit von S5 fiir universale Rahmen

Im Bild unten sind im linken Rahmen Punkte zu sehen, die symmetrisch,
transitiv, und reflexiv zueinander stehen. (Ungefiillte Punkte sollen reflexive
Punkte darstellen, d.h. solche Punkte a mit Raa.)

\ O<«€«—>»O
o—>e \

O \ o<>o AN
Im rechten Rahmen sind die links einzeln dargestellten Eigenschaften kom-
biniert: Die Relation ist jetzt durchweg reflexiv, transitiv und symmetrisch.
also eine Aquivalenzrelation. 18 Zugleich zeigt der rechte Rahmen eine ver-
doppelte Punktestruktur. Man sieht, dafl der Bereich in zwei Teilbereiche
zerfallt (durch die gestrichelte Linie angedeutet), in denen jeder Punkt zu
sich selbst und zu allen anderen in der Relation steht. D.h. innerhalb dieser
Teilbereiche — aber nicht im gesamten Bereich — ist die Relation R universal.
Offenbar sind alle Aquivalenzrahmen so wie im Bild rechts pars pro toto
dargestellt: Sie zerfallen vollsténdig in disjunkte Aquivalenzklassen, inner-
halb derer die Relation universal ist. Nach dem Korollar 29.2 zum Deter-
minationssatz wissen wir, da3 S5 richtig und vollsténdig ist im Hinblick auf
genau solche Rahmen. Aber um O als logische Notwendigkeit zu interpre-
tieren, hatten wir gern die Vollstandigkeit von S5 in Bezug auf Rahmen,

die so sind wie die Teilrahmen im rechten Rahmen, d.h. Rahmen, in denen
R universal ist. Erst dann gilt:

OA ist an einem Punkt genau dann wahr, wenn A an allen Punkten
wahr ist.

Wenn S5 die Logik logischer Notwendigkeit sein soll, dann brauchen wir
daher dieses Resultat:

SATZ 30. Das System S5 ist richtig und vollstindig fir alle Rahmen
(W, R) in denen R universal in W ist.

Der Nachweis der Richtigkeit ist trivial: Wenn wir A in einem Modell
verifizieren kénnen unter der Annahme, daB R eine Aquivalenzrelation ist,
dann gelingt das sicher auch unter der starkeren Annahme, dafl R universal
ist. Fiir den Nachweis der Vollstindigkeit wiirde es reichen, wenn wir zeigen

18 Zur Terminologie und einigen elementaren Beobachtungen iiber Relationen sieche Kap.
1.2.
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koénnten, daf es fiir die Giiltigkeit einer Formel gewissermaflen keinen Unter-
schied macht, ob wir den ganzen Rahmen im rechten Bild betrachten (R re-
flexiv, symmetrisch und transitiv) oder einen der Teilrahmen (mit R univer-
sal). Denn dann konnte eine Formel nicht in einem Aquivalenzrahmen giiltig
sein ohne zugleich in einem der universalen Teilrahmen giiltig zu sein. Diese
Uberlegung wollen wir im folgenden mit der erforderlichen Genauigkeit um-
setzen.

Erzeugte Teilmodelle. Gegeben sei ein Modell M = (W, R,I). Wir
fragen, ob an einem bestimmten Punkt a eine bestimmte Formel A wahr
ist. Wenn A Kisten enthélt, dann wird uns die Relation R an weitere Punkte
verweisen. Fir die Beurteilung von A am Punkt a sind aber letztlich nur
Punkte relevant, die zu a in der R-Relation stehen. D.h., um zu entscheiden,
ob a = A, geniigt es ein Teilmodell von M zu betrachten, ndmlich dasjenige
Teilmodell, in dem nur diejenigen Punkte vorkommen, an die wir im Laufe
der Beurteilung von a = A verwiesen werden. Ein Diagramm macht das
deutlich:

a A

—F—>——>0———>0

OOA DA /

—

Um am Punkt a die Formel $OA zu beurteilen, miissen wir nicht alle Punkte
im Modell betrachten, sondern nur die Punkte im Rechteck, auf welche die
Pfeile (d.h. die Relation R) von a ausgehend verweisen. Man beachte:

- Auch wenn die Relation nicht reflexiv ist, gehoért der Punkt a, an dem
wir die Formel beurteilen méchten, zu den fiir die Beurteilung relevanten
Punkten.

- Und auch wenn die Relation selbst nicht transitiv sein sollte, ist das Ver-
weisen iiber die Relation auf relevante Punkte eine transitive Relation.
Um alle von a aus relevanten Punkte einzusammeln, bilden wir deshalb den

refleziven und transitiven Abschluf8 RT der Relation R:

R%b gdw a = b;
R""lab gdw 3¢ : R"ac & Reb;
Rtab gdw 3In > 0: R"ab.

Das vom Punkt a aus erzeugte Teilmodell besteht genau aus den Punkten,
die von a aus per R erreichbar sind. Das ist der Inhalt der folgenden
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DEFINITION 31. Gegeben ein Modell M = (W, R,I) mit a € W, ist
M = (W R* v*) das aus a erzeugte Teilmodell von M, wenn

1. We={beW: Rtab};

2. R*=RN(W*x W), d.h. R*c gdw Rbc und b,c € W¢,

3. Vbe We: I(P,b) = I(P,b).
Der Rahmen (W, R%) ist der aus a erzeugte Teilrahmen von (W, R).

Der néchste Satz besagt, dal das aus einem Punkt erzeugte Teilmodell
der einzige Teil des Modells ist, der fiir die Wahrheit einer Formel an diesem
Punkt relevant ist.

SaTz 32. (Erzeugte Teilmodelle) Fiir jeden Punkt b € W* eines aus a
erzeugten Teilmodells M® von M = (W, R, I) gilt (fir beliebige Formeln A):

bEAin M* gdwbl= A in M.

BEWEIS. Um sich von der Wahrheit des Satzes zu tiberzeugen, geniigt ein
Blick auf das oben gezeigte Diagramm. Der eigentliche Beweis verfahrt per
Induktion iiber den Aufbau von A. (Wir schreiben kurz b = A fiir ‘b = A
in M®.) Der Fall A € ATM ist durch die Klausel 3 der Definition gegeben.

Fille A= —-B und A = B — C. Hier finden keine Verweise per R bzw.
R® statt.

Fall A=0B,dh. b=*0B < bE0OB.

LR: Wir nehmen an, da b E* OB; zz b = OB, d.h. wenn Rbe, dann
¢ = B (c beliebig). Die Induktionsannahme (IA) ist: Wenn x E* B, dann
x| B (Ve e W).

(1) bE*0OB Annahme
(2) Rbc Annahme (zz ¢ E B)
(3) beWe", dh. Rtab 1, Def. W©
(4) R*be, dh. c€ We 2,3, Def. R*, Def. W@
(5) Vax:R%zr=2pE*B 1
(6) Rebe 2,3,4 Def. R®
(7) ¢=*B 5,6
8) cE=B 7, 1A
RL: TA: Wenn z = B, dann 2 = B (Yo € W).
(1) bE0OB Annahme
(2) R%c Annahme (zz ¢ =* B)
(3) VeeW:Rx=zEB 1
(4) Rbe 2, Def. RY
(6) c¢E=B 3,4
(6) ¢cE=*B 5, IA
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Zuriick zu S5. Der Satz iiber erzeugte Teilmodelle verhilft uns nun
schnell zum Beweis des Satzes 30. Dazu betrachten wir das kanonische
Modell M = (W, R, I) fiir S5 und eine beliebige Formel A, die in S5 nicht
ableitbar ist. Dann gibt es einen Punkt @ in M mit a & A. Jetzt erzeugen
wir aus M das Teilmodell M*.

1. a }£* A aufgrund des Satzes iiber erzeugte Teilmodelle.

2. In M® ist R® universal. Denn da R reflexiv und transitiv ist, so ist
R = R™ und also W = R(a). Da R auflerdem noch symmetrisch
ist, so ist R eine Aquivalenzrelation; also ist W eine Aquivalenzklasse
unter R. Daraus folgt aber, dafl R universal ist in W*, und da R®
nur die Einschriankung von R auf Elemente in W ist, so ist auch R*
universal in W¢.

Fiir jedes Nicht-Theorem A von S5 gibt es so ein universales Modell —
basierend auf einer Aquivalenzklasse des kanonischen Modells fiir S5 —,
welches A falsifiziert. Kontraponiert: Wenn A € S5, dann ist A wahr
in allen universalen Modellen, d.h. giiltig in der Klasse Univ(K) der uni-
versalen Rahmen.

10. Die Grenzen der Methode

Undefinierbare Rahmenklassen. Wir haben gesagt (Def. 19): Eine
Logik L definiert eine Rahmenklasse L. genau dann, wenn Rm(L) = L.
Dementsprechend ist eine Rahmenklasse R modal definierbar, falls es eine
Logik L gibt so, da8 Rm(L) genau R ist; ferner ist eine Rahmenbedingung
(Bed) modal definierbar, falls es ein Formelschema S gibt so, dafl Bedingung
und Schema korrespondieren, d.h. Bed(K) = Rm(S). Nun fragen wir:

. Ist jede Rahmenklasse modal definierbar? Aquivalent:
- Gibt es fiir jede Rahmenbedingung ein sie definierendes, d.h. ein korre-
spendierendes Schema?

Einen ersten Hinweis darauf, dafl das nicht so ist, gibt der folgende Satz.

Satz 33. Wenn Ry # Ry und Th(Ry) = Th(Rsg), dann ist Ry oder R
nicht modal definierbar.

BEWEIS. Zum Antezedens des Satzes nehmen wir — fir reductio — die
weitere Annahme hinzu, daf} es Logiken L; und Lo gibt mit

(*) Rl = Rm(Ll) und RQ = Rm(Lg)
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Aus Ry # Ry und (%) folgt, dal (1) Ly # Lo. Nun gilt aber allgemein, daf
Th(Rm(L1)) =Ly und Th(Rm(Lz2)) = Ls.

Somit folgt aus (1), daB Th(Rm(L1)) # Th(Rm(Lsy)). Nach Einsetzen
aufgrund von (x) erhalten wir so einen Widerspruch zu unserer Annahme,
dal Th(Ry) = Th(Ry). .

KOROLLAR 34. Wenn fir nicht dquivalente Bedingungen (Bed;) und
(Bedsy), Th(Bedi(K)) = Th(Bed2(K), und (Bedy) modal definierbar ist,
dann ist (Beds) nicht modal definierbar.

Das Antezedens des gerade bewiesenen Satzes fafit die Annahme ins Auge,
daf} die Funktion Th nicht injektiv ist. Im Bild:

Genau diese Situation belegt das Beispiel von S5. Hier haben wir zwei
Rahmenklassen, Univ(K) und Aeq(K), mit identischer Theorie, ndmlich S5,
und also diirfen wir schlieffen, daf} eine der beiden Rahmenklassen modal
nicht definierbar ist. Nun wissen wir (aufgrund von Satz 25), dafi Aeq(K)
definierbar ist, denn

Aeq(K) = Rm(S5).

Also ist es die Klasse der universalen Rahmen, welche nicht definierbar ist.
Weitere nicht definierbare Rahmenklassen sind:

1. die Klasse der irreflexiven Rahmen: (Va) nicht Raa,

2. die Klasse der asymmetrischen Rahmen: (Vab) wenn Rab, dann nicht
Rba.

3. die Klasse der antisymmetrischen Rahmen: (Vabc) wenn Rab und Rbe,
dann b =c.1?

Auch in diesen Fillen erhalten wir, wie fiir S5, multiple Vollstandigkeits-
resultate und koénnen so Satz 33 anwenden. So stimmen zum Beispiel die
Theorie der transitiven Rahmen, die Theorie der transitiven und irreflexiven
Rahmen, als auch die Theorie der endlichen transitiven Rahmen iiberein:
Sie alle koinzidieren mit dem System K4. Aber Trans(K) ist ebensowenig
identisch mit Trans(K)NIrr(K) wie mit Trans(K)NEndl(K). Nach Satz 33

19 Die modale Undefinierbarkeit der Irreflexivitét haben wir schon im Kapitel I1.9 gezeigt.
Fiir den Nachweis weiterer Undefinierbarkeiten siehe z.B. [31].
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schlieffen wir daher, dafl Transitivitat oder Irreflexivitdt bzw. Transitivitét
oder Endlichkeit nicht definierbar sind. Aber wir wissen (aufgrund von Satz
25), dal das Schema 4 mit der Bedingung der Transitivitdt korrespondiert
und also K4 die transitiven Rahmen definiert. Also sind die Klassen Irr(K)
und Endl(K) nicht definierbar.

Multiple Determinationsresultate, wie im Falle von S5 im Hinblick auf
universale als auch auf Aquivalenzrahmen, deuten eine ganz allgemeine
Strategie an, wie sich die Undefinierbarkeit bestimmter Rahmenklassen zei-
gen 1a8t. Wir wollen hier den speziellen Sinn von Definierbarkeit im Sinne
von Korrespondenz betrachten. (Die Verallgemeinerung liegt dann auf der
Hand.) So ist eine (konsistente) Rahmenbedingung (Bed) (per Korrespon-
denz) nicht definierbar, wenn es kein Formelschema S gibt so, dal S mit
(Bed) korrespondiert. Um zu zeigen, daBl (Bed) in diesem Sinne nicht
definierbar ist, konnten wir per reductio so verfahren:

1. Wir nehmen an, es géibe ein zu (Bed) korrespondierendes Schema S: Also
(1) VR : R = S gdw Bed(R).

2. Wir betrachten nun einen Rahmen R, welcher die Bedingung erfiillt.
Nach (1) schlieflen wir auf (2) R = S.

3. Jetzt verschaffen wir uns eine Methode, die aus dem (Bed)-Rahmen R
einen (3) (=Bed)-Rahmen R’ konstruiert so, dafl gleichwohl (4) Th(R) C
Th(R).

4. Aus (2) und (4) folgt, daB R’ = S und also aus (1), daB Bed(R') — im
Widerspruch zu (3).

Die Durchfithrbarkeit der skizzierten Strategie hingt offenbar davon ab, dafl
wir gegebene Rahmen in neue Rahmen tiberfithren kénnen, wobei einerseits
bestimmte Eigenschaften verlorengehen, andererseits aber die Menge der
gultigen Formeln bewahrt bleibt.

Eine besonders einfache Art aus einem Rahmen einen neuen Rahmen
zu konstruieren und dabei die giiltigen Formeln zu bewahren, ist die Kon-
struktion eines isomorphen Bildes eines gegebenen Rahmen. Zwei Rahmen
(W, R) und (W', R') sind isomorph, wenn es eine Bijektion f : W — W’
gibt und R'f(a)f(b) gdw Rab. Es ist leicht zu sehen, dafl in diesem Fall
Th(W,R) = Th(W', R'), die Bewahrung von Giiltigkeit also in beide Rich-
tungen geht. Zugleich ist aber auch klar, dafl sich isomorphe Rahmen im
Hinblick auf die hier interessierenden Eigenschaften nicht unterscheiden.
Im folgenden betrachten wir drei interessantere Konstruktionen, um die
Undefinierbarkeit bestimmter Eigenschaften nachzuweisen.
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DEFINITION 35.

1. Ein p-Morphismus von R = (W, R) nach R’ = (W', R) ist eine Funk-
tion f: W — W', welche diese Bedingungen erfiillt:

(pM1) (Vab) Wenn Rab, dann R’ f(a)f(b); und

(pM2) (Vab') wenn R’ f(a)b’, dann 3b: f(b) =¥ und Rab.

2. R’ ist ein p-morphes Bild von R, wenn es einen surjektiven p-Morphis-
mus f: W — W’ gibt.

SATZ 36. (p-Morphismus) Es sei f ein p-Morphismus von R = (W, R)
nach R' = (W', R') und I, I' seien Interpretation auf R bzw. R’ so, dafs

(Atm) I(P,a) =1I'(p, f(a)), fir alle Atome P und Punkte a € W.
Dann YA € FML und a € W,

ak=Ain (R,1) gdw f(a) = A in (R, ).

BEWEIS. Induktion iiber den Aufbau von A. Die Basis ist durch (Atm)
gegeben. Die Félle A = =B und A = B A C folgen unmittelbar aus der
Induktionsannahme (IA).

Ad A = 0OB: In der LR-Richtung nehmen wir an, da§ (1) Vz : Rax =
x = B und (2) R f(a)b'; zz b = B. Dann gibt es nach (pM2) ein b € W
mit (3) ¥ = f(b) und (4)Rab. Es folgt aus (1) und (2), daBl (5) b = B.
Auf (5) kénnen wir die IA anwenden und erhalten f(b) = B, d.h. nach (3),
W B.

In umgekehrter Richtung gehen wir aus von (1) Va : R f(a)x = x E B
und (2) Rab; zz b = B. Nach (pM1) folgt nun aus (2), dal (3) R’ f(a)f(b).
Also folgt aus (1) weiter, dal (4) f(b) E B. Auf (4) wenden wir die TA an
und erhalten so b = B .

DEFINITION 37. Es seien Ry = (Wi, R1) und Ry = (Wa, Ra) so, dafl
W1, N Wy = . Dann ist der Rahmen

Ry ® Ry = (Wi UWa, Ry URy)

die disjunkte Vereinigung der Disjunkte R1 und Rs. 20

Satz 38. (Disjunkte Vereinigung) Es sei R’ die disjunkte Vereinigung
von Ry und Rq und I'(P,a) =1 gdw I1(P,a) =1 oder Iy(P,a) =1 (VP €
ATM). Dann VYA € FML und a € W; (i € {1,2}),

akEAin (R, I;) gdwa = A in (R, T').

20 Statt, wie hier, nur zwei disjunkte Rahmen zu betrachten, kénnen wir die Definition
auch natiirlich verallgemeinern zur disjunkten Vereinigung von Rahmenklassen mit mehr
als zwei Elementen.
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BEWEIS. Induktion iiber den Aufbau von A. Wir gehen aus von einem
beliebig gewahlten Punkt a in W;.

Fall A ist ein Atom P: Die gewiinschte Gleichung I;(P,a) = I'(P, a) folgt
aus der Definition von I'.

Fall A ist eine Negation oder eine Konjunktion: Folgt jeweils unmittelbar
aus der TA.

Fall A=0B: (Es sei a =; A eine Abkiirzung fiir a = A in (R;, [;).)

=: Wir nehmen an, da§ (1) a =; OB und (2) R'ab; zz b ' B. Aus (1)
folgt (3) Va : Rjax = z |=1 B. Aus (2) folgt, dafl R;ab oder R;ab (i # j).
Aber da a € W1, so nicht R;ab; also (4) R;ab. So folgt aus (3), da b =1 B,
worauf wir die TA zur Konklusion b = B anwenden.

«: Folgt aus R; C R'. "

Schliefllich sei an die Definition 31 (p.129) erzeugter Teilmodelle und -
rahmen, sowie an den zugehdrigen Satz erinnert:

SAaTz 32. (Erzeugte Teilmodelle) Es sei (R®,I%) ein aus a erzeugtes
Teilmodell von (R,I) (also R® ein erzeugter Teilrahmen von R). Dann
VA € FML und b € W¢,

bEAin (R I) gdwbl= A in (R,I).

KOROLLAR 39. (Aus den drei vorangegangenen Sétzen.)

1. Wenn R’ ein p-morphes Bild von R ist, dann Th(R) C Th(R').

2. Wenn R’ ein erzeugter Teilrahmen von R ist, dann Th(R) C Th(R').

3. Wenn Ry und Ry die Disjunkte von R’ sind, dann Th(R1)NTh(Rz) C
Th(R).

4. (a) Wenn in 1 und 2 Bed(R) und —Bed(R'), dann ist (Bed) nicht
definierbar; (b) wenn in 3 Bed(R1), Bed(Rs2) und ~Bed(R'), dann ist
(Bed) nicht definierbar.

Ad 1: Angenommen, das sei nicht so. Dann gibt es ein Modell (R, I")
mit einem Punkt o’ so, dal @’ £ A, fiir irgendeine Formel A mit (x) R = A.
Wenn f der angenommene p-Morphismus von R nach R’ ist, dann sei I auf
R so, daB I(P,a) = I'(P, f~*(a’)). (Da f surjektiv ist, so ist die Umkehrung
f~1 wohldefiniert.) Nach Satz 36 folgt nun, dafl f=*(a’) £ A in (R, ), d.h.
R = A — im Widerspruch zu (x).

Ad 2: Fir reductio nehmen wir an, dal (x) R | A, wihrend es die
Einschrankung I’ auf W’ einer Interpretation I auf W und einen Punkt
a € W' gibt mit a £ A in (R, I’). Aber dann a j£ A in (R, I) nach Satz
32, d.h. R £ A — Widerspruch zu ().

Ad 3: Wir nehmen wieder fiir reductio an, dafl (x) R; E A und Rq | A,
withrend R’ J£ A. Dann gibt es ein Modell (R, I’) mit einem Punkt a so,
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dafl a £ A. Aber a € Wp U Ws. Also muf} es ein Modell auf Ry oder auf
Ro geben so, daff nach Satz 38 a 51 A oder a 2 A — im Widerspruch zu
().

Ad 4: Siehe die Beschreibung unserer Strategie oben (p. 132). .

Fiir disjunkte Vereinigungen halten wir eine einfach zu beweisende Verall-
gemeinerung des Korollars fest:
Wenn M = {R; :i € I} (I CN eine Indexmenge) eine Menge paarweise
disjunkter Rahmen ist, dann ist (\{Th(R;) : ¢ € I} C Th(R'). — Wenn
Bed(R;) fir alle i € I und —Bed(R'), dann ist (Bed) nicht definierbar.
Wir wollen das Korollar anhand einiger Beispiele illustrieren. In den
Diagrammen (a) und (b) sehen wir Beispiele von p-Morphismen f.

R 0 1 2 3
o | R’ o—>e—>e—>e ...
.- {.74_;4\.7 R/

a b

(a) (b)

Dafi f in (a) ein p-Morphismus ist, ist unschwer zu verifizieren. In (b)
werden die natiirlichen Zahlen auf zwei Punkte a und b abgebildet. Die
Vorschrift fir f lautet hier:

_ J a, wenn n gerade ist;
fn) = { b anderenfalls.
Dafl nun f die Bedingung (pM2) erfiillt, ist sicher nicht offensichtlich; siehe
den Beweis in [31, p. 60]. In Diagramm (a) ist in R die Relation irreflexiv
(und daher auch nicht reflexiv). Diese Eigenschaft wird beim Ubergang
zum p-morphen Bild R’ nicht bewahrt. Also ist Irreflexivitét (wie die Nicht-
Reflexivitdt) nicht definierbar. Im Diagramm (b) ist die (Nachfolger-) Rela-
tion nicht symmetrisch. Im p-morphen Bild R ist die Relation symmetrisch.
Also ist Nicht-Symmetrie nicht definierbar.
Die folgenden zwei Diagramme zeigen die Erzeugung von Teilrahmen.

@] > O @) R
° R ° > e
! P

R (o) R (d)
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Im Diagramm (c) ist die Relation im Rahmen R nicht universal — im Gegen-
satz zur Relation in R’. Also ist Nicht-Universalitit nicht definierbar.
Ebenso zeigt das Beispiel in (¢) erneut die Undefinierbarkeit der Nicht-
Reflexivitdt. In (d) hat die Relation die Eigenschaft nicht irreflexiv zu sein —
eine Eigenschaft, die nach R’ nicht iibertragen wird. Ebenso wird die Eigen-
schaft nicht symmetrisch zu sein auf den generierten Teilrahmen tibertragen.

Schliellich kommen wir zur Vereinigung disjunkter Rahmen R, Ro, ... zu
einem Rahmen R’ in folgendem Beispiel:

Ry Ry

R/

(e)

Hier stellen wir zunéchst fest (wobei es auf die angedeutete Reflexivitat der
Punkte nicht ankommt), daf} alle R; endlich sind, wihrend R’ es nicht ist.
Endlichkeit ist also keine definierbare Figenschaft von Rahmen. Dasselbe
gilt offensichtlich auch fiir beliebige Machtigkeitsaussagen “der Rahmen hat
héchstens n Elemente”. In umgekehrter Richtung sind alle R; aus (Punkten
in) R’ generiert. Diese Umkehrung fithrt zu komplementéren Beobachtun-
gen: Unendlichkeit, sowie Machtigkeitsaussagen der Form “ein Rahmen hat
mindestens n Punkte” sind nicht definierbar. Ferner sind im Gegensatz zu
R’ alle R; universal, womit noch einmal die Undefinierbarkeit der Univer-
salitdt gezeigt ist.

Wir kénnen demnach festhalten, daf es fiir die Definierbarkeit einer Rah-
meneigenschaft notwendig ist, daf} diese Eigenschaft iibertragen wird auf (1)
p-morphe Bilder, (2) generierte Teilrahmen, sowie auf (3) die Vereinigung
mit disjunkten Rahmen, die ebenfalls die Eigenschaft aufweisen. Mit (1-3)
sind wir tatsdchlich schon in der Néhe einer nicht nur notwendigen, son-
dern auch hinreichenden Bedingung fiir die Definierbarkeit einer erstufigen
Rahmeneigenschaft (Bed). Eine solche Bedingung wird im folgenden Satz
identifiziert:

SATZ 40. (Goldblatt und Thomason) FEine Rahmenklasse R ist genau
dann modal definierbar, wenn R abgeschlossen ist unter der Konstruktion p-
morpher Bilder, generierter Teilrahmen, disjunkter Vereinigungen und Ul-
trafiltererweiterungen.
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Nur die letzte hier genannte Bedingung haben wir hier nicht besprochen,
da sie den Rahmen unserer Betrachtung sprengen wiirde; vgl. dazu z.B.
[31].

Bisimulation. FEine wesentliche Eigenart der drei gerade besprochenen
Rahmenkonstruktionen ist diese: Fiir jeden Punkt im Originalrahmen und
sein Gegenstiick im konstruierten Rahmen ist die Art der R-Vernetzung
mit anderen Punkten vollig gleich. Das ist der Grund dafiir, warum die
Formelinduktion in den Beweisen der Sétze 32, 36 und 38 auch im Falle
modaler Formeln durchgeht. Denn die Wahrheit von OA am Punkt a héngt
allein davon ab, welche Punkte a sieht und was a dort sieht. Wenn zwischen
zwei Modellen Punkte so gepaart werden konnen, daf sie jeweils den glei-
chen Ausblick auf qualitativ gleiche Punkte bieten, dann kénnen die Punkte
solcher Paare offenbar keine verschiedenen Aussagen dariiber machen, “was
sie sehen”: Was an dem einen Punkt des Paares wahr ist, mufl auch an dem
anderen Punkt wahr sein.

Ein Punkt und sein p-morphes Bild, ein Punkt a in einem Modell und
derselbe Punkt im aus a generierten Teilmodell bzw. in einem durch Ver-
einigung mit disjunkten Modellen entstandenen gréfferen Modellen — all dies
sind Paarungen der gerade beschriebenen Art. Die allgemeine Art einer
solchen Paarung nennen wir eine Bisimulation. 2!

DEFINITION 41. 1. Eine (nichtleere) Relation H C W x W' ist eine
Bisimulation zwischen Rahmen R = (W, R) und R’ = (W', R') gdw Va, a’: 22

(Hin) (Vb) Wenn Haa’' und Rab, dann 3b": R'a’d’ und Hbb' ; und
(Her) (W) wenn Haa' und R'a’b’, dann 3b: Rab und HDY' .

2. Eine Bisimulation zwischen Rahmen ist auch eine zwischen Modellen
(R,I) und (R',I') auf diesen Rahmen, wenn dariiber hinaus gilt:
(Atm) (Va,a’) Wenn Haa', dann I(P,a) = I'(P,d’) (VP € ATM).

SaTz 42. (Bisimulation) Es sei H eine Bisimulation zwischen M und
M. Dann VA € FML, a in M und o’ in M': Wenn Haa', dann

alE= A gdwd E A
BEWEIS. Induktion iiber die Komplexitdt von A. Die Basis ist durch

(Atm) gegeben. Die Fille A = —-B und A = B A C folgen unmittelbar aus
der Induktionsannahme (TA).

21 Die Verwendung von Bisimulationen in der Modallogik geht auf van Benthem zuriick.
Zur Geschichte und Anwendungsbreite von Bisimulationen ganz allgemein siehe [255].
22 Die Variablen seien sortiert: ungestrichene aus W, gestrichene aus W”’.
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Ad A =0B: (LR) Wir nehmen an, da8 (1) a = OB; zz o/ = OB. Wir
nehmen ferner an, daff (2) R'a’l; es bleibt zz, dal ¥/ = B. Aus Haa' und
(2) folgt nach (Her), daf es einen Punkt b gibt mit (3) Rab und (4) HbY .
Aus (1) und (3) folgt nun b = B, und also aus (4) und der IA, ¥’ = B. —
(RL) verféhrt spiegelbildlich unter Verwendung von (Hin). .

LEMMA 43.

1. Ist M ein aus M erzeugtes Teilmodell, dann gibt es eine Bisimulation
zwischen M und M'’.

2. Ist M’ eine disjunkte Vereinigung mit Disjunkt M, dann gibt es eine
Bisimulation zwischen M und M’ .

3. Ist M’ eine p-morphes Bild von M, dann gibt es eine Bisimulation
zwischen M und M'.

BEWEIS. Fiir 1 und 2 sei H die Identitat in W', {(a,a) : a € W'}; fiir 3
sei Haa' gdw f(a) =a’. .

Die Sétze 32, 38 und 36 folgen nun jeweils als Korollar aus dem Bisimula-
tionssatz 42.

Man beachte, dal aus dem Bisimulationssatz kein Korollar wie 39 folgt,
welches Undefinierbarkeitsresultate im bisherigen Sinne, d.h. im Hinblick
auf Rahmenklassen herbeifithren konnte. Um das einzusehen, betrachten
wir nochmals das Diagramm (a) auf p.135. Der Leser moge sich davon
iiberzeugen, dafl sowohl die Funktion f : R — R’ als auch deren Umkeh-
rung f~! : R’ — R Bisimulationen sind. Nun erfiillt R im Gegensatz zu R’
die Bedingung der Irreflexivitdt. Wenn wir daraus auf die Undefinierbarkeit
der Irreflexivitat schlieen wiirden, dann ware die Konklusion wahr. So weit,
so gut. In umgekehrter Bisimulationsrichtung erfiillt R’ im Gegensatz zu
R die Bedingung der Reflexivitdt. Es ist klar, dafl wir daraus nicht auf die
Undefinierbarkeit der Reflexivitét schlieen diirfen, denn diese Bedingung
ist definierbar — jedenfalls im bisher verwendeten Sinne von Definierbarkeit
auf der Ebene von Rahmen:

Eine Bedingung ist (rahmen-)definierbar gdw es eine Formel(menge) gibt,
die in genau den Rahmen giiltig ist, welche die Bedingung erfiillen.

Diagramme wie (a) weisen auf eine andere Art von Undefinierbarkeit hin.
Das Diagramm zeigt, dafl es keine Formel geben kann, welche an genau
den Punkten eines Modells wahr ist, die reflexiv (bzw. irreflexiv) sind. Mit
anderen Worten, es gibt keine Formel, die punktweise mit dieser Eigenschaft
korrespondiert.
Eine Bedingung ist punktweise definierbar gdw es eine Formel(menge)
gibt, die an genau den Punkten eines Modells wahr ist, welche die Bedin-
gung erfillen.



10. GRENZEN DER METHODE 139

Schon oben (p.118) haben wir darauf hingewiesen, dafl Reflexivitdt im
punktweisen Sinne nicht definierbar sein kann. Die punktweise Korrespon-
denz zwischen einer Formel und einer Bedingung impliziert deren Korre-
spondenz auf der Ebene der Rahmen — aber nicht umgekehrt! Deshalb fol-
gen aus Bisimulationsbeobachtungen wie in Diagramm (a) nicht unmittelbar
Undefinierbarkeitsresultate auf der Rahmenebene. Die Bisimulationsinva-
rianz einer Eigenschaft ist keine notwendige Bedingung fiir ihre Definier-
barkeit auf der Ebene der Rahmen; sie ist es jedoch auf der Ebene der
Modelle, wie das folgende Korollar aus dem Bisimulationssatz zeigt.

KOROLLAR 44. Wenn eine Klasse von Modellen modal definierbar ist,
dann ist sie unter surjektiver Bisimulation abgeschlossen.

BEWwEIS. Wir nehmen an, daf} eine Klasse M von Modellen durch eine
Formelmenge X definiert ist, d.h. fiir alle Modelle M,

(%) M eM gdw M E X.

Fiir reductio nehmen wir ferner an, dafl M nicht unter surjektiver Bisimu-
lation abgeschlossen ist.23 Dann gibt es M € M und () M’ ¢ M mit einer
Bisimulation H : M — M. Nach dem Bisimulationssatz 42 haben wir
fiir alle Punkte @ in M und o’ in M’: Wenn Haa', dann

aEXinMegdwd E X in M.

Da H surjektiv ist und M = X, so folgt M’ = X. Aber dann ist nach (x)
M’ € M - entgegen unserer Annahme (1). .

Bisimulationen sind ein wichtiges Werkzeug um aus gegebenen Modellen
modal dquivalente Modelle zu erzeugen. So kann ein Modell auf ein kleineres
dquivalentes reduziert werden (model contraction), oder zu einem groéfieren
mit gewiinschten Struktureigenschaften erweitert werden (tree unraveling).
Da wir uns mit solchen Verfahren im weiteren nicht beschéaftigen werden,
soll der blofle Hinweis auf solche Anwendungen genitigen.

Undeterminierbare Logiken. Im vorigen Abschnitt haben wir fest-
gestellt, dal es nicht fiir jede Rahmenklasse (bzw. Bedingung, die eine
solche Klasse festlegt) eine diese definierende Logik (bzw. ein korrespon-
dierendes Schema) gibt. Das folgt aus der Schliisselbeobachtung, dafl die
Funktion Th nicht injektiv ist. Daraus folgt iibrigens auch unmittelbar,
daB es keine Umkehrfunktion fiir Th geben kann. Insbesondere gilt nicht

23 Eine Bisimulation H : W — W' ist surjektiv, wenn sie jedes Element in W’ als Bild
eines Arguments in W darstellt.
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Rm(Th(R)) = R - die Gleichung Th(Rm(L)) = L gilt dagegen aufgrund
der Definitionen. Die néchste naheliegende Frage ist:

- Gibt es fiir jede Logik eine sie determinierende Rahmenklasse? Bzw.:

- Gibt es fiir jedes Schema eine korrespondierende Rahmenbedingung?
Hier fragen wir danach, ob Th surjektiv ist, d.h. den Bereich normaler
Modallogiken ausschopft. Die Hypothese, dal das so sei, wiirde dieses Bild
(mit undeterminierter Logik Ly) ausschliefien:

Die Hypothese ist falsch; das Bild ist richtig. Es gibt normale Modallogiken,
im Bild Ly, die von keiner Rahmenklasse determiniert werden — oder, anders
gesagt, Rm(Lsy) = 0.

Seit den 70er Jahren sind Logiken bekannt, welche auf Lo im Diagramm
passen. Das erste solche System wurde von Thomason [280] in der Zeit-
logik (mit den zwei Notwendigkeitsoperatoren H und G) gefunden; vgl. die
Darstellung in [113, Kap. 7] und [31, Kap. 4.4]. Der Aufsatz [280] von
Thomason enthéalt auch schon ein unvollstdndiges System in der Sprache
L. Die hier vorgestellte unvollstéindige Logik geht auf Boolos und Sambin
(1985) zuriick; vgl. [33, Kap. 11].

Es sei KH das System K +

H. O(0A + A) — OA,
und KW sei K +
W. O(0A — A) —» OA.

(H steht fiir “Henkin”, W fiir “(umgekehrt) wohlfundiert” — so jedenfalls
wird das Schema W von Segerberg (1971) in [260] eingefiihrt. Aus einem
Grund, den wir im néchsten Abschnitt kennenlernen werden, wird W auch
“L”, fir “Lob”, genannt.) Nun kénnen wir folgendes beobachten:

1. H und W sind in genau denselben Rahmen giiltig: Rm(H) = Rm(W). 24
2. Das Schema 4: OA — O0OA ist in KW, jedoch nicht in KH beweis-
bar. 25

24 Boolos [33, pp. 150ff] gibt einen direkten Beweis. Die Beweise in [141, pp. 161ff]
und [81, pp. 206ff.] sind einfacher, setzen aber die Vollstdndigkeit von KW bzgl. einer
Rahmenklasse voraus, die wir im nachsten Abschnitt einfiihren werden.

25 Die erste Behauptung wird in Beobachtung 55 (s. n. Abschn.) bewiesen. Der Beweis
der zweiten Behauptung stammt von Magari; Boolos [33, p. 152] stellt eine von Cresswell
gefundene Vereinfachung vor.
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SATZ 45. Das System KH wird von keiner Rahmenklasse determiniert.

BEWEIS. Angenommen, es gibe eine Rahmenklasse H mit KH = Th(H).
Nach 2 enthélt H dann einen Rahmen R € Rm(H) mit R [~ 4. Aber nach
1 ist R auch in Rm(W) und also (nach 2) R =4 — Widerspruch. ]

Nicht-elementare Rahmenklassen. Bisher haben wir Rahmenbedin-
gungen betrachtet, die sich in der Priadikatenlogik erster Stufe ausdriicken
lassen: Alle Quantoren in einer solchen Bedingung binden nur Variablen,
die sich auf die Elemente des Bereichs beziehen. Aber wir konnen natiirlich
auch Rahmenklassen durch Bedingungen hoherer Stufe festlegen. Wenn
eine so beschriebene Rahmenklasse sich nicht auch durch eine Menge erst-
stufiger Formeln addquat beschreiben lafit, dann sprechen wir von einer
nicht-elementaren Rahmenklasse.

Ein einfaches Beispiel ist die Bedingung (Endl), daff der Bereich W eines
Rahmens endlich sei. Damit meinen wir, dafl es eine natiirliche Zahl gibt so,
daB der Bereich bis zu dieser Zahl vollstiandig abgezahlt werden kann. Mit
anderen Worten: Es gibt eine natiirliche Zahl n und eine Bijektion f von
{z € N : 2z <n} nach W. Hier quantifizieren wir (3f !) iber Relationen in
N x W — ersichtlich eine Quantifikation zweiter Stufe.

Ein weiteres Beispiel zweiter Stufe ist die Bedingung (Uwf), daff es im
Bereich keine unendlich aufsteigenden R-Ketten gebe — dquivalent: in jeder
nichtleeren Teilmenge von W gebe es maximale Elemente (unter R). Um-
gekehrt wohlfundiert (uwf) wird diese Bedingung in [260] genannt:

(Uwf) YM C W:M # 0 = 3a € M(~3b € M: Rab).

Nun haben wir eingangs bemerkt, daBl wir in den modalen Operatoren
Quantoren tiber die Tragermengen von Rahmen sehen kénnen. Die Stan-
dardiibersetzung iibersetzt modale Formeln in prédikatenlogische Formeln
erster Stufe. Wenn nun eine Rahmenklasse nicht-elementar, d.h. wesentlich
durch eine Bedingung hoherer Stufe festgelegt ist, dann wére es iiberra-
schend, wenn modallogische Formeln eine solche Rahmenklasse definieren
konnten. Aber genau dies geschieht im Falle der Klasse von Rahmen, die
(Uwf) erfiillen. Denn das néchste Lemma besagt, dafi das Schema W mit
der nicht-elementaren Bedingung (Uwf) korrespondiert. Das Schema ist
also ein Beispiel fiir eine Formel, die in gewisser Weise etwas iiber Rahmen
sagt, was in der Sprache erster Stufe nicht gesagt werden kann.

LEMMA 46. Das Schema W korrespondiert mit der Bedingung (Uwf):
Rm(W) = Uwf(K).

BEWwEIS. Wir miissen fiir beliebige Rahmen R = (W, R) zeigen, daf}
R E0O(OA — A) —» OA gdw Uwf(R).
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(LR): Wir nehmen an, ein Rahmen sei nicht uwf und konstruieren darauf
ein Modell mit einem Punkt, der W falsifiziert. Unter der Annahme gibt es
eine unendlich aufsteigende R-Kette von Punkten aRa’Ra”’R.... Sei K die
Menge der Punkte in dieser Kette. Fiir jedes Atom P sei I(P,z) = 1 gdw
z ¢ K. Dann gilt (1) Yz € W : z = OP — P. Denn wenn z ¢ K, dann
x = P (Def. I). Und wenn z € K, dann gibt es ein 2’ € K mit Rxa’ und
a’ £ P; also z £ OP. In beiden Féllen folgt (1), woraus weiter folgt, daf
Ve € W : z | O(@OP — P). Fir jedes € K gilt jedoch, dafl « = OP.
Also falsifizieren alle Punkte in K das Schema W.

(RL): Wir nehmen an, W sei in einem uwf’en Rahmen nicht giiltig. Dann
gibt es auf diesem Rahmen ein Modell mit einem Punkt a, so daf (1) a =
O(0A — A) und (2) a = OA. Aus (2) folgt, dal es einen weiteren Punkt
a’ gibt mit Raa’ und o’ %~ P. Aus (1) folgt, daB o’ = OA — A. Aus
beiden Annahmen zusammen folgt so, da§ (2') o’ f£ OA. Nun folgt aus (2)
wiederum, daf es ein a” gibt mit Ra’a” und a” = P. Mit (1) folgt daraus
(2") @' = OA. Das Argument generiert eine unendlich aufsteigende Kette
aRa'Ra”"R ... — im Widerspruch zur Annahme (Uwf). .

Das Schema W definiert nicht nur die Klasse der uwf’en Rahmen, sondern
ist als Ldb-Schema auch das charakteristische Axiom der Godel-Lob Logik
GL — womit wir beim Thema des néchsten Abschnitts sind.

11. Notwendigkeit als Beweisbarkeit

Die Entwicklung der Modallogik in der zweiten Hailfte des 20. Jahrhunderts
war nicht unumstritten. Die Skepsis bezog sich zum einen sehr allgemein
auf den angeblich unklaren Begriff der Notwendigkeit, dessen formale Ei-
genschaften beschrieben werden sollten; zum anderen richteten sich spezi-
fische Einwande gegen philosophisch kontroverse Folgerungen, welche die
modale Pradikatenlogik nahezulegen schien. Zugleich war jedoch kaum zu
bestreiten, dal in und mit der Modallogik wichtige Resultate erzielt wur-
den. Deshalb gab es schon friih in der modernen Modallogik Versuche, oder
zumindest Andeutungen, den etwas schillernden Begriff der Notwendigkeit
in einer klar verstdndlichen und unkontroversen Weise zu interpretieren. So
beansprucht C.I. Lewis, besonders in seinen frithen Schriften, dafl der Begriff
einer strikten (d.h. notwendigen) Implikation so etwas wie Ableitbarkeit in
einem axiomatischen System wiedergeben soll. 26

Brouwer, Heyting und Kolmogorov hatten zum Verstdndnis der intui-
tionistischen Aussagenlogik IL vorgeschlagen, dafl deren Junktoren keine

26 Ganz dhnliche Stellen findet man iibrigens spiter in den Arbeiten von Anderson und
Belnap [10] zur Relevanzlogik: Relevante Implikation soll ein echtes Ableitbarkeitsverhalt-
nis ausdriicken.
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Wabhrheits- sondern Beweisbarkeitsfunktionen seien: Eine Formel wie AV B
sei im Sinne von “A ist beweisbar oder B ist beweisbar” zu lesen (siehe
z.B. [133]). In dem kurzen Aufsatz [112] aus dem Jahre 1933 geht Godel
— einer Anregung Parrys folgend — der Frage nach, welche modale Logik
diese Interpretation von IL richtig wiedergibt, wenn wir den Operator O im
Sinne von “ist beweisbar” verstehen. Im Abschnitt 14 werden wir sehen, dafl
die ﬂbersetzung von IL unter dieser Interpretation das modale System S4
erzeugt. Jedoch schliefit Godel seine Notiz mit der folgenden Beobachtung:

Es ist zu bemerken, daf fiir den Begriff “beweisbar in einem bestimmten
formalen System S” die aus [S4] beweisbaren Formeln nicht alle gelten.
Es gilt z.B. fiir ihn O(0A — A) niemals, d.h. fiir kein System S, das
die Arithmetik enthilt. Denn anderenfalls wére beispielsweise O(0 #£
0) — 0 # 0 und daher auch -O(0 # 0) in S beweisbar, d.h. die
Widerspruchsfreiheit von S wiére in S beweisbar.

Godel weist hier auf folgendes hin. Angenommen, wir verstehen die intui-
tionistischen Junktoren so, dafl darin implizit von Beweisbarkeit die Rede
ist. Wenn wir nun durch Ubersetzung in eine modale Sprache diese Rede
im Sinne von IL explizit machen, dann entsteht das System S4. Aber O
in S4 hat Eigenschaften, die auf das arithmetisierte Beweisbarkeitspradikat
Bew im System PA der formalisierten Arithmetik nicht zutreffen. Bei-
spielsweise kann Bew(BewA — A) kein Theorem von PA sein. Anderen-
falls konnten wir in PA einen Satz ableiten, der die Widerspruchsfrei-
heit von PA ausdriickt. Das konnen wir aber nach Godels zweitem Un-
vollstéandigkeitssatz nicht. Also kann S4 nicht die logischen Eigenschaf-
ten von beweisbar-in-PA wiedergeben. Die Grundfrage fiir eine Beweis-
barkeitsinterpretation der Modallogik kénnen wir nun so formulieren: Wel-
ches modallogische System ist so, dafl darin O genau auf das Priadikat Bew
in PA pafit?

Bevor wir diese Frage beantworten, sollten wir kurz erklaren, warum die
Theorie PA in diesem Zusammenhang eine so ausgezeichnete Rolle spielt
und was das arithmetisierte Beweisbarkeitspriadikat Bew fir PA ist. Wir
miissen uns hier mit bloffen Hinweisen begniigen. Genauere Auskunft geben
Darstellungen von Godels Unvollstandigkeitssatzen; siehe insbesondere die
sehr zugénglichen Biicher von Smith [269, 270] oder auch [81].

Die sogenannte Peano-Arithmetik?” PA ist eine Erweiterung der Pradi-
katenlogik erster Stufe (mit Identitdt) um arithmetische Axiome. Diese
beschreiben ein Anfangsobjekt (0) sowie drei Operationen auf Zahlen: Nach-

27 Eigentlich besser “Dedekind-Arithmetik”, wie wir heute wissen. Denn die sogenannten
Peano-Axiome wurden zuvor (1888) schon von Dedekind vorgestellt.
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folger (/), Addition und Multiplikation. Ferner enthilt PA alle Instanzen
eines Induktionsschemas.

Die erste, soeben gestellte Frage — warum ist PA eine so wichtige Theorie?
— hat eine offensichtliche Antwort: Es handelt sich um die Axiomatisierung
der Theorie der natiirlichen Zahlen, aus der sich die Theorie aller weiteren
Zahlbereiche entwickeln 1a8t. Durch Axiomatisierung erhalten wir einen
préazisen Begriff von Ableitbarkeit.

Diese Anwort kann ergédnzt werden um einen Aspekt, der uns auch zur
Beantwortung der zweiten Frage fiihren wird. PA ist eine sehr einfache
Theorie in einer sehr einfachen Sprache. Es gibt nur eine Individuenkon-
stante, die Null. Es gibt nur drei arithmetische Operationen: die Bildung
des Nachfolgers einer Zahl, sowie die Addition und die Multiplikation. Das
Induktionsschema dient der Ableitung von allgemeinen Aussagen iiber Zah-
len. (Ohne das Schema kénnten wir zwar fiir jeden Wert von z feststellen,
dafl £ 4+ 0 = 0, jedoch nicht die allgemeine Aussage Va(x + 0 = 0) ableiten.)
Obgleich PA so einfach ist, ist die Theorie erstaunlich stark!

e PA kann jede primitiv rekursive (p.r.) Funktion oder Eigenschaft von
Zahlen richtig wiedergeben.?® Im Falle einer p.r. FEigenschaft F' ist
damit gemeint, dal es ein Pradikat ¢z in der Sprache von PA gibt
so, daf fiir jede Zahl n gilt: - ¢n, falls Fn, und - —¢n, anderenfalls.
(Hier, wie im folgenden, bezeichne F Ableitbarkeit in PA, und 7 sei
irgendeine Darstellung der Zahl n in der Sprache von PA; also z.B.
“0" fiir die Zahl 1.)

e Wir kénnen durch geeignete Kodierung Formeln und auch Folgen von
Formeln (von denen einige Beweise in PA sind) eindeutig Zahlen zuord-
nen. Wenn A eine Formel ist, dann sei "A" die Kodierung von A als
Zahl; " A7 ist die Gddelzahl der Formel A.

e Die Eigenschaft einer geschlossenen Formel (Satz), in PA beweisbar zu
sein, ist p.r.. Also ist auch die Eigenschaft einer Zahl, die Godelzahl
eines (in PA) beweisbaren Satzes zu sein p.r. und kann in PA richtig
wiedergegeben werden.

e Es gibt daher ein Priadikat Bew in der Sprache von PA so, daf fiir jeden
Satz A gilt: - Bew("A7), falls b A, und F ~Bew("A™), falls I/ A. Bew
ist das arithmetisierte Beweisbarkeitspradikat fir PA.

Stark ist PA also nicht nur im Hinblick auf die Menge ableitbarer arithmeti-
scher Satze, sondern auch darin, auf beliebige Ausdriicke und Folgen solcher

28 «Primitiv rekursiv’: Es reicht fiir unsere Zwecke an Funktionen zu denken, die in
einem intuitiven Sinne mechanisch berechenbar sind, bzw. an Eigenschaften, von denen
in diesem Sinne entscheidbar sind, ob sie zutreffen oder nicht.
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Ausdriicke Bezug zu nehmen und p.r. Eigenschaften solcher Ausdriicke
richtig wiedergeben zu kénnen.

Uber Bew in PA wissen wir einiges. Zu den Schliisseleigenschaften von
Bew gehoren die folgenden von Hilbert und Bernays [134] herausgestellen
und von Lob [190] eleganter formulierten Ableitbarkeitsbedingungen: 2

HBL1 FA = F Bew("A").
HBL2 F Bew("A — B7) — (Bew("A™) — Bew("B™)).
HBL3 F Bew("A") — Bew("Bew("A™)7).

HBL1 ist natiirlich eine Hélfte der genannten Eigenschaft von Bew, zwi-
schen ableitbaren und nicht ableitbaren Satzen richtig zu unterscheiden. Da
wir auch die andere Hélfte benotigen werden, fiigen wir sie der HBL-Liste
kurzerhand hinzu (obwohl sie gewo6hnlich nicht zu den HBL-Bedingungen
gezahlt wird):

HBLO KA = F -Bew("A").
FEine weitere wichtige Eigenschaft ergibt sich aus dem

DIAGONALISIERUNGSLEMMA 47. Es sei ¢z eine (nur fir x) offene Formel
in der Sprache von PA. Dann gibt es einen Satz so, dafi = D < ¢("D7).
(D heifit ein Fixpunkt fir ¢.)30

Wenn wir das Lemma auf Bew(z) bzw. ~Bew(x) anwenden, dann erhalten
wir Henkin- bzw. Gdédel-Fixpunkte:

HFP 3H: v H  Bew("H"), und
GFP  3G: + G  —Bew("G").

Unvollstdndigkeit, modallogisch. Nach diesen Sondierungen iiber Be-
weisbarkeit in PA kehren wir zur Modallogik zuriick. Wenn wir Bew("A7)
als OA schreiben, dann werden aus den Bedingungen HBL1-3 fiir Bew ver-
traute Prinzipien der Modallogik, namlich:

A
RN. oA
K. 0(A — B) — (0A — OB)
4. 0OA — ODA

29 Den Nachweis der HBL-Bedingungen fiir PA werden wir hier nicht fithren. Er ist zwar
nicht besonders schwierig, tragt aber zum Verstdndnis des Themas in diesem Abschnitt
wenig bei. Aufler in dem gut lesbaren Aufsatz [190] von Lob, findet sich der Beweis in
beinahe jeder Darstellung der Godel-Satze.

30 Beweis siche z.B. [270, Kap. 14] oder [34, Kap. 17].
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Im modalen System K4 erfiillt O also die HBL-Ableitungsbedingungen 1—
3 fiir Bew. Um die Beziehung zwischen den HBL-Bedingungen und den
modalen Postulaten genauer zu fassen, wollen wir den Begriff einer Inter-
pretation der modalen Sprache £7 von K4 in der arithmetischen Sprache
L* von PA definieren. Eine solche Interpretation * ordnet jedem Atom P
in £7 einen arithmetischen Satz P* in £f zu. Auf der Basis einer solchen
Zuordnung werden alle weiteren Formeln so interpretiert:

1 =(0=1)
(nd) =
(AAB)* = A* A B*
(OA)* = Bew("A*7)

Dann stehen K4 und PA in der folgenden Beziehung zueinander:

SATZ 48. (Arithmetische Richtigkeit von K4.) Wenn A € K4, dann
A* € PA fir alle Interpretationen *.

BEWEIS. Es gilt die Axiome und Regeln von K4 unter einer beliebig
gewdhlten Interpretation in PA zu verifizieren. Sei * also eine solche Inter-
pretation. Jede Tautologie ist auch unter * eine Tautologie und also in PA.
Modus Ponens iibertragt Beweisbarkeit auch in PA. Die modalen Postu-
late RN, K und 4 werden unter * in die HBL(1-3)-Bedingungen iibersetzt,
welche fiir Bew in PA gelten. .

Nach Satz 48 konnen wir nun modallogisch in K4 argumentieren, um
Einsichten iiber Bew in PA zu gewinnen. Wir illustrieren das in den Be-
weisen der folgenden Sétze. Der erste Satz ist eine modale Version der einen
Halfte von Gdédels erstem Unvollstdndigkeitssatz: Aus der Annahme eines
Godel-Fixpunktes G folgt, dafl falls 1 nicht beweisbar ist, auch G nicht
beweisbar ist. (Die andere Halfte von Godels erstem Satz besagt, dafl unter
der Annahme der w-Konsistenz von PA auch —G in PA nicht beweisbar
ist.) In dieser Version soll also =01 die Annahme der (einfachen, nicht der
w-) Widerspruchsfreiheit von PA in Godels Satz ausdriicken.

SATZ 49. G <~ -0GF-0O01 — -0G in K4.

BEwEIs. (Hier, wie in einigen der folgenden Beweise, verweist die Recht-
fertigung “K” auf leicht nachvollziehbare Schritte, welche schon die modale
Basislogik K zur Verfiigung stellt.)
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(1) 0G— -G aus der Annahme
(2) 0O0G — 0O-G 1, RN, K

(3) OG— O0-G 2, Schema 4

(4) 0OG— OG Taut.

(5) OG—OGAO-G 34

(6) OG—-0O(GA-G) 5 K

(1) OG—0OL 6,1

(8) —-OLl — -0OG 7

Aus diesem Satz diirfen wir jetzt so schliefen: Da es in PA einen Godel-
Fixpunkt G gibt, so haben wir nach Satz 48 (kontraponiert),

(1) PA + Bew("G") — Bew("0 =17).
Nun nehmen wir an, PA sei konsistent. Also
(2) PAL0=1.

Nach HBLO folgt aus (2), PA F =Bew("0 = 17) und desweiteren (Konsis-
tenz!)
(3) PA i/ Bew("0 = 17).
Aber dann aus (1) und (3)
PA i/ Bew("G™).

Wenn nun PA + G, dann hétten wir auch PA + Bew("G™7) — Widerspruch.
Also folgt unter der Annahme, dafl PA konsistent ist, dafl G in PA nicht
ableitbar ist — die eine Halfte von Godels erstem Unvollstandigkeitssatz.

Der zweite Unvollstdndigkeitssatz besagt, dafl wenn PA Kkonsistent ist,
dann ist der Satz, dafl PA konsistent ist — ndmlich =Bew("0 = 17) — in PA
nicht beweisbar. In der modalen Sprache kénnen wir das so ausdriicken:
Wenn -0, dann =0(=0.1). Dann wird als Annahme nur noch die Existenz
eines Godel-Fixpunktes G bendotigt.

SATZ 50. G« —-0G+F-01 — -0-01 in K4.

BEWwWEIS.
(1) G+ -0G Annahme
2) -0L1L — -0G 1, Satz 49

)

) -0G —G 1

) -0L—=G 2,3

) O0-01L —0G 4, RN, K
) -0G —-0-0L 5

) -0l —-0-0L 26
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Um aus diesem Satz, den nichtmodalen zweiten Unvollstindigkeitssatz zu
gewinnen, argumentieren wir wie folgt. Da es in PA einen Godel-Fixpunkt
G gibt, kénnen wir durch beliebige Ubersetzung das Konsequens der Se-
quenz ablosen:

PAF -Bew("0=1") = =Bew("=Bew("0 =17)7).
Das Antezedens ist gegeben. Daher
PA + —Bew("=Bew("0 =17)7).

Angenommen — fiir reductio —, PA + —-Bew("0 = 17). Nach HBL1 folgt da-
raus sofort PA F Bew("™—Bew("0 = 17)7) — im Widerspruch zur angenom-
menen Konsistenz von PA. Unter der Annahme gilt also PA I/ =Bew ("0 =
17).

SchlieBlich wollen wir noch zeigen, daf§ alle Gédel-Fixpunkte in PA aqui-
valent sind zur Konsistenzaussage ~Bew ("0 = 17) — modal gewendet:

SATZ 51. G < -0GF G+~ —-0O0L1 in K4.

BEWEIS. G +» -0G = =01 — G wurde in Zeile (4) des Beweises von
Satz 50 gezeigt. Die andere Implikationsrichtung folgt so:

(1) L-—-aG Aussagenlogik
) O(L—G) 1,RN

) 0Ol —0G 2, K

) -0G—-0L 3

)

2
3
4
5 G — 0L 47 -0G <« G

e T

Der Satz erlaubt einen kurzen Weg vom ersten zum zweiten Unvollstandig-
keitssatz: Da Godel-Fixpunkte G in PA (unter der Annahme der Wider-
spruchsfreiheit) nicht ableitbar sind (erster Satz), so kann auch die Kon-
sistenzaussage ~Bew("0 = 17) nicht ableitbar sein (zweiter Satz). Und
umgekehrt konnen wir von PA I/ =Bew("0 = 17) auf PA I/ G schliefien,
falls PA konsistent ist.

Lobs Satz und GL. Im letzten Abschnitt fiel Godel-Fixpunkten fiir das
Pradikate —mBew eine Schliisselrolle zu. Solche Fixpunkte sind in PA nicht
ableitbar. Aber wie steht es mit Henkin-Fixpunkten H fiir das Pradikat
Bew? Sind diese ableitbar? Die Frage stellte Leon Henkin und die Antwort
folgt aus
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LoBs Sarz 52. (Léb [190].) Wenn PA F Bew("A™) — A, dann PA +

A.

Setzen wir H fiir A ein, dann ist das Antezedens durch die Fixpunktaqui-
valenz HFP gegeben; also ist H in PA beweisbar. Wir konnen Lobs Satz
aus der folgenden Beobachtung tiber K4 beweisen:

LEMMA 53.

L+ (OL — A),04— A+ A in K4.

BEWEIS. (Der Beweis aus der Annahme L <+ (OL — A) und mit der An-
wendung von Kontraktion in Zeile 7 ist der Argumentation in der Paradoxie

von Curry [55] sehr dhnlich.)

(1) L+ (BL— A) Annahme
(2) OL—-0O(0L—A) 1,RN, K
(3) OL— (0OL—0A4) 2,K
(4 0O0L— (OL —0OA4) 3
(5) OL —-0O0OL Schema 4
(6) OL— (OL —-0A) 45
(7) OL—DOA 6
(8) DA— A Annahme
(9) OL— A 7.8

(10) (OL—A)— A 1

(11) A 9,10

L&bs Satz erhalten wir nun so: Nach dem Diagonalisierungslemma hat
jede Formel Bew(x) — A einen Fixpunkt in PA, d.h. fiir jeden Satz A gibt
es einen Satz L so, dafl PA F L < (Bew("L7) — A). PA erfiillt somit die
erste Annahme im Lemma und Lobs Satz folgt nach Ubersetzung.

Godels zweiter Unvollstandigkeitssatz folgt als ein Korollar zu Lobs Satz.
Man setze L fiir A ein. Dann folgt nach Kontraposition und Umformung
von Bew("L7) — L zu ~Bew("L™):

Wenn PA I/ L, dann PA I/ =Bew("L™).
Wie die HBL-Bedingungen 1-3, so charakterisiert auch Loébs Satz das

Beweisbarkeitspradikat in PA:

HBL4 F Bew("A)— A = F A
Diese Bedingung entspricht der modalen Regel

0OA— A

LR. 1



150 MODALLOGIK | IIL

K4 erlaubt uns nicht im allgemeinen nach dieser Regel zu schliefen. Lemma
53 fiihrt den Schlufl unter einer Bedingung vor, ndmlich der weiteren Pra-
misse, dafl es einen Lob-Fixpunkt gibt, d.h. der Aquivalenz L «» (oL —
A). In PA folgt diese aus dem Diagonalisierungslemma. Wenn wir K4
um die Regel LR erweitern, dann nahern wir uns offenbar weiter dem Ziel
Bew fiir Theorien wie PA zu charakterisieren, fiir die ein solches Diagonali-
sierungslemma zur Verfiigung steht.

Anmerkung. Tatsichlich hat die Hinzunahme von W genau den Effekt,
daf} nun beliebige, in der modalen Sprache ausdriickbare Eigenschaften dia-
gonalisiert werden konnen. Das ist der Inhalt des Fixpunktsatzes von de
Jongh und Sambin: 3!

FIXPUNKTSATZ 54. Es sei A[P] eine Formel, in der jedes Vorkommen
von P in A im Skopus eines Vorkommens von O steht. Dann gibt es eine
Formel F so, daf§t F <> A[F/P) in K4+LR, wobei P in F nicht vorkommdt,
und in F nur T oder solche Atome vorkommen, die auch in A vorkommen.
(F ist ein Fizpunkt fir A[P].)

Aus dem Beweis des Satzes ergibt sich ein Verfahren fiir die Lésung von
Fixpunktiquivalenzen. Beispiele:

A=0P. Losung F'=T: F T + OT (Henkin-Fixpunkt!).

A =-0P. Lésung F = -01: F =01 + -~0-01 (Godel-Fixpunkt!).
A=0P — Q. Losung F =0Q — Q: F(0Q — Q) < (O(0Q — Q) —
Q) (Lob-Fixpunkt!).

Als Entsprechung zum Satz 51 erweisen sich alle Losungen fiir eine gegebene
Fixpunktaquivalenz als aquivalent in K4-+LR. (Ende der Anmerkung.)

Wir kénnen K4+LR auch auf andere Weise darstellen, namlich als die
Erweiterung der Basislogik K um das Lob-Schema

W. O(0A — A) —» OA.

In der Bezeichnungsweise nach Chellas [53] erhalten wir so das System KW.
In der Literatur iiber Beweisbarkeitslogik wird dieses System iiblicherweise
GL (fir Godel und Lob) genannt.

31 Den Satz haben de Jongh und Sambin unabhingig voneinander gefunden. Fiir einen
Beweis siehe [33, Kap. 8|, [242], [81, pp. 199fI], oder auch [271, pp. 109ff] mit interes-
santen Hinweisen.
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Die Mengen der Theoreme von K4+LR und GL sind

gleich; insbesondere ist OA — OOA € GL.

BEWEIS.

Die Richtung GL C K4 + LR ist einfach. Fiir die umgekehrte
Richtung ist die Verifikation des Schemas 4 in GL interessant.

Um die

Formeln im Beweis iibersichtlicher zu machen, sei AA = OA A A.

(1) A— (ODOAANOA— OAANA) Aussagenlogik
(2) A—-(O(ODANA)—-DOANA) 1,K

(3) A— (OAA— AA) 2, A

(4) OA— O(0AA— AA) 3, K

(5) O(0AA— AA) - OAA W (AA fiir A)
(6) OA—OAA 4,5

(7) DA — O@AAA) 6, A

(8) DA — OOA 7, K

Es bleibt noch zu zeigen, dafl GL eine echte Erweiterung von K4 ist.
Wir wissen, dafl K4 die Klasse der transitiven Rahmen definiert. Es wird
also gentigen, das Lob-Schema O(0OA — A) — OA in einem Modell auf
einem solchen Rahmen zu falsifizieren. Dazu betrachten wir ein Modell
({a,b}, R,I) mit Rab und Rbb. Die Relation ist transitiv. Sei I so, da8
I(P,b) =0, im Bild:

a b
o————>0O
-P

Daa [~ OP (denn Rab und b = P), so haben wir a = OP — P. Das gleiche
gilt fiir b: b = OP (denn Rbb und b & P) und also b | OP — P. Also
a =0(0OP — P).

SaTz 56. (Arithmetische Richtigkeit von GL). Wenn A € GL, dann
A* € PA fiir alle Interpretationen *.

BEWEIS. Angesichts der Beobachtung 55 geniigt es, den Beweis von Satz
48 um die Verifikation der Regel LR in PA zu erweitern. Angenommen
PA I (OA — A)*, dh. PA I Bew(A*) — A*. Dann folgt nach Lobs Satz
PA F A* wie gewiinscht. .

Es gilt auch die Umkehrung:

SaTz 57. (Arithmetische Vollstandigkeit von GL, Solovay 1976). Wenn
A ¢ GL, dann gibt es eine Interpretation * so, dafi A* ¢ PA.

Der Beweis wiirde den Rahmen unserer Darstellung sprengen; siehe [33,
Kap. 9].
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GL und Go6del-Rahmen. Es sei in Erinnerung gerufen, dafl das System
GL (= KW) durch folgende Schemata festgelegt ist:

T. Jede Tautologie
K. 0(A— B) —» (0DA — OB)
W. O(0A — A) —» OA
A
RN. ﬂ
A A—B
MP. T

Nach dem Korrespondenzlemma 46 kénnte man versucht sein, auf die
Richtigkeit und Vollstandigkeit von GL beziiglich der Klasse der umgekehrt
wohlfundierten (uwf’n) Rahmen zu schlieBen. Aber dieser Schlufl setzt vor-
aus, dal W ein kanonisches Schema ist; sieche dazu die ausfiihrliche Diskus-
sion auf pp. 118ff. Die Voraussetzung trifft nicht zu: Der Umstand, daf}
eine normale Modallogik W als Theorem enthalt, garantiert nicht, daf§ der
kanonische Rahmen fiir diese Logik uwf ist — im Falle von GL ist er es nicht.

Im Vollstéandigkeitsargument wollen wir fiir jedes Nicht-Theorem F' von
GL ein falsifizierendes Modell aufweisen, das zumindest uwf ist. Nach dem
gerade Gesagten, kann das kein Modell auf dem kanonischen Rahmen fiir
GL sein. Wir miissen solche Modelle daher etwas anders konstruieren. Es
lohnt sich auch unabhéingig vom Interesse an GL, die Art der Konstruktion
zu kennen, denn sie kann ebenso auf andere normale Modallogiken ange-
wandt werden, um deren Richtigkeit und Vollstandigkeit bezgl. endlicher
Rahmenklassen nachzuweisen. 32

Wenn A eine Formel ist, dann sei ntf(A) die Menge, der in A vorkom-
menden Teilformeln zusammen mit deren Negationen.

e Eine Menge X C ntf(A) ist konsistent, wenn X I/ L (in GL); und sie
ist eine A-Welt, wenn X konsistent ist und fiir alle B € ntf(A) gilt:
entweder B € X oder =B € X.33

Offensichtlich kann jede konsistente Teilmenge einer Menge ntf(A) zu einer
A-Welt vervollstdndigt werden. Fiir eine gegebene Formel A sei W4 die

32 In [34, 44, 81] wird das vorgefiihrt.

33 Offensichtlich ist nicht jede A-Welt — im jetzt definierten Sinne — eine Menge, die A
enthélt. Andere Autoren nennen A-Welten maximal konsistente oder vervollstandigte
Teilmengen von ntf(A).
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Menge der A-Welten. Fiir jede Menge X € W4 und jede Formel B € ntf(A)
gilt:

(%) X+ Bgdw Be X.

(Die RL-Richtung ist trivial. Fiir die andere Richtung nehme man an, da8
X + B. Da B € ntf(A), ist entweder =B € X oder B € X. Der erste Fall
ist ausgeschlossen, denn dann wire X inkonsistent. Also mufl B € X sein.)

Zunachst werden wir die Vollstandigkeit von GL fiir Godel-Rahmen be-
weisen.

e Ein Gddel-Rahmen (W, R) ist ein Kripke-Rahmen mit endlicher (nicht-
leerer) Menge W, in der R irreflexiv und transitiv ist. Die Klasse der
Godel-Rahmen notieren wir mit Gdi(K).

Danach zeigen wir, dafl die Godel-Rahmen genau die endlichen, transitiven
und uwf’en Rahmen sind. Als Korollar folgt ein zweiter Vollstandigkeitssatz.

SaTz 58. (Vollstandigkeit I, Segerberg [260].) Alle in Godel-Rahmen gil-
tigen Formeln sind Theoreme von GL: Th(Gdl(K)) C GL.

BEWEIS. Es sei E eine in GL nicht ableitbare Formel. Dann kénnen wir
—F konsistent zu GL hinzufiigen. Wir konstruieren ein Modell auf einem
Rahmen in GdI(K), welches einen Punkt a enthilt so, dal a = E. Im
folgenden sei —F mit F bezeichnet.

Im Modell (Wg, Rr, Ir) sei Wr die Menge der F-Welten wie oben angege-
ben. (Wir verwenden a,x,y, z, ... fiir Elemente in W) Da ntf(F) endlich
ist, so ist auch Wg endlich. Da {F'} konsistent ist, so kann {F'} zu einer
F-Welt vervollstandigt werden. Also ist Wg # ). Sei a eine solche F-Welt.
Dann ist =F ¢ a, d.h. a falsifiziert E. Wir setzen

Ip(Pz)=1gdw P € X.
Die Relation Ry (ab hier einfach R) sei so definiert:

(a) VOA € 2: A,0A4 € y, und
Ry gdw { (b) J0A € y:0A ¢ &

Bedingung (b) erzwingt die Irreflexivitat von R. Die Transitivitat der Rela-
tion ist ebenfalls einfach nachzupriifen.

Es bleibt zu zeigen, dafl

OAe€zxz gdw Vy: Rzy = y = A.
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Die LR-Richtung ist trivial. Fiir die andere Richtung nehmen wir an, dafl
(1) OA ¢ x.
Wir miissen nun die Negation der rechten Seite zeigen. Wenn wir diese nach
der Definition von R auspacken, so erhalten wir: dy € Wg so, dafl
(i) ~A ey,
(ii) (VvB) OB €z = B,0B €y, und
(iii) (3C) OC € y und OC ¢ z.
Fiir C in (iii) kdnnen wir A aus (1) einsetzen und erhalten so:
(iii") OA € y.
Um die Behauptung Jy € Wp...(i-iii’) zu beweisen, geniigt es zu zeigen, dafl
diese Menge konsistent ist:
{-A4,04}U{B,0B:0B € z}.

Angenommen, das sei nicht so, d.h.

(2) -A,0A,{B,0B:0B€x}F L.
Dann ...
(3) {BAOB:OBex}FOA— A 2, Aussagenlogik
(4) {O(BAOB):0OBez}-FDOOA—A) 3, K
(6) {O(BAOB):0OBcz}FOA 4, W
(6) {OBADOB:0OBez}+0OA 5, K
(7) OB — 0OOB GL (Lemma 55)
(8) {OB:OBex}FOA 6,7, K
(9) {OB:0OBez}Cx
(10) z+DOA 8,9
(11) OAex .. 10, (%)
.. im Widerspruch zu (1). .

LEMMA 59. 1. Jeder uwf’e Rahmen ist irreflexiv. 2. Jeder irreflexive
Rahmen, der endlich und transitiv ist, ist uwf.

BEWEIS. Ad 1. Es sei R uwf. Sei z € W beliebig gewéhlt. Dann ist x in
{z} maximal. Also Yz € W:—3y(Rzy).

Ad 2. Es sei R nicht uwf. Dann gibt es eine nichtleere Teilmenge M C W,
die kein maximales Element enthélt. M bildet also eine unendlich auf-
steigende Kette xgRz1RxoR . ... Aus den Annahmen der Transitivitdt und
Irreflexivitat folgt nun, dafl alle Elemente in M distinkt sein miissen: Wenn
R transitiv ist, gilt Rx;x; fiir alle 4,k mit 0 <4 < k. Und wenn R irreflexiv
ist, gilt =; # x; fiir jedes Paar (4, 7). Also ist M C W — im Widerspruch zu
unserer Annahme — unendlich. u
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Aus dem Lemma folgt unmittelbar, daf§ die Gédel-Rahmen mit den endli-
chen, transitiven und uwf’en Rahmen koinzidieren. So folgt weiter aus Satz
58:

Satz 60. (Vollstandigkeit I1.) Alle in endlichen, transitiven und uwf’en
Rahmen guiltigen Formeln sind Theoreme von GL.

KOROLLAR 61. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. A ist ein Theorem von GL.

2. A ist giltig in allen endlichen, transitiven und uvwf’en Rahmen.
3. A ist giiltig in allen Gédel-Rahmen.

BEWEIS. 1 = 2: Nach Lemma 46 ist GL C Th(Uwf(K)). Also sind
die Theoreme von GL auch in uwf’en Rahmen unter weiteren Bedingungen
gultig. 2 = 3: Lemma 59. 3 = 1: Satz 58. .

Diese Resultate konnen verscharft werden zu Vollstandigkeit in engeren
Rahmenklassen. Aber es ist an der Zeit, zu weiteren Themen in der Modal-
logik iiberzugehen.

12. Ein einfaches Verfahren: Tableaus

Gegeben eine Logik L und eine Formel A, so ist die naheliegendste Frage
iiberhaupt: Ist A ein Theorem von L?

Wenn wir iiber L nicht mehr wissen, als daf diese Logik durch bestimm-
te Axiome und Regeln definiert ist, dann bleibt uns nichts anderes iibrig,
als daran zu gehen, einen Beweis von A in L vorzulegen. Das kann ein
sehr miihseliges Unterfangen sein. Wenn wir dagegen wissen, dafl die Theo-
reme von L genau die Formeln sind, die in einer bestimmten Rahmenklasse
giiltig sind, dann ist eine Formel genau dann ein Theorem, wenn jeder Ver-
such, ein Gegenmodell auf Rahmen dieser Klasse zu konstruieren, scheitert.
Diese Uberlegung liegt schon den einfachen Verfahren zugrunde, die wir
auch in der nicht-modalen Aussagenlogik verwenden, um zu priifen, ob eine
Formel ein Theorem (Tautologie) ist — z.B. Tableaus und deren Kurzform,
das Quine’sche Verfahren.

Hier wollen wir die bekannten Tableau-Regeln fiir die klassische Aus-
sagenlogik auf recht einfache Weise erweitern. Tableau-Regeln zielen da-
rauf, moglichst rasch und systematisch ein Gegenmodell zu einer gegebe-
nen Formel (oder Formelmenge) zu finden. Lé&fit sich kein Gegenmodell
finden, dann ist die Negation der zu priifenden Formel giiltig in der Rahmen-
klasse, die dem Verfahren jeweils zugrundeliegt. Gegeben ein entsprechen-
des Vollstandigkeitsresultat, konnen wir daraus auf die Beweisbarkeit der
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Formel schlieflen. Der wesentliche Unterschied zu Tableaus fiir die nicht-
modale Aussagenlogik besteht darin, daff wir nun die Knoten mit Punk-
ten aus einer Modellmenge (“Welten”) indizieren. Die Modaloperatoren
wirken wie Quantoren tiber diese Indizes — iibrigens, vollig analog zur Be-
handlung der Quantoren in Tableau-Verfahren fiir die Pradikatenlogik, wo
Variablenbelegungen die Rolle der Indizes spielen.

Jede Anwendung des Tableau-Verfahrens bezieht sich immer auf einen
gegebenen Rahmen (W, R). Fiir jede Formel A driickt eine Knotenbeschrif-
tung a : A aus, da A am Punkt ¢ € W wahr ist. Boole’sche Knoten
erhalten Nachfolger nach diesen Regeln:

a:ANB a:—(AAB) a:—-—A
Tbl (Boole) | / \ |
a:A a:-A a:-B a:A
a:B

Regeln fiir weitere Junktoren ergeben sich aus deren jeweiliger Definition.
Fiir V und — erhalten wir so diese Regeln:

a: AV B a:=(AVB) a:A— B a:=(A— B)
/N | /N |
a:A a:B a:-A a:-A a:B a:
UJ:“B a/:ﬁB

Treffen wir auf einen Knoten a : ©A, dann wissen wir, dafl es einen Index
b geben muf, der von a aus erreichbar ist, also Rab, und an dem A wahr
ist. (Uber diesen Index b diirfen wir nichts weiter annehmen; er darf also
in der Konstruktion nicht zuvor schon vorkommen.) Im Fall a : OA diirfen
wir A an allen Indizes, die von a aus erreichbar sind, eintragen. Die Menge
dieser Indizes notieren wir wie zuvor mit R(a). Der Ausdruck R(a) : A ist
so etwas wie eine Aufforderung, A an einen Index weiterzugeben, sobald
sich die Moglichkeit dazu bietet. Den Operator & denken wir uns definiert
(¢ = —07), so dafl wir nur diese Regeln brauchen:

R(a): A
a:0A a:-0A Rab
Thl (Mod) | | ‘“
R(a): A Rab (b neu!) b: A

b:—-A

Die Weitergaberegel rechts ist so zu lesen: Wenn es auf einem Pfad einen
Knoten mit R(a) : A und einen mit Rab gibt, dann diirfen wir diesen Pfad
um einen neuen Knoten b : A verlangern.
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Nun ist es an der Zeit fiir einige Definitionen.

e Beschriftungen sind Ausdriicke der Form a : A, R(a) : A oder Rab.

e Ein Tableau ist ein Baum beschrifteter Knoten. Bédume haben genau
einen Anfangsknoten, Wurzel genannt. Alle Knoten eines Baumes
(auBer der Wurzel) haben genau einen unmittelbaren Vorgéngerknoten.
Die Endknoten eines Baums nennen wir seine Bldtter. Ein Pfad durch
einen Baum ist eine Folge von Knoten, beginnend an einem Blatt und
in gerader Linie endend an der Wurzel.

e Der Baum mit dem einen beschrifteteten Knoten (a : A) ist ein Tableau
fiir die Formel A. Wenn T ein Tableau fir A ist und 7’ aus T durch
Anwendung einer der Tableau-Regeln entsteht, dann ist auch 7 ein
Tableau fiir A.

e Ein Pfad in einem Tableau heift geschlossen, wenn es darin Knoten a :
A und a : —A gibt; anderenfalls ist der Pfad offen. (Unter geschlossene
Pfade ziehen wir einen Strich.) Ein Tableau ist geschlossen, wenn alle
Pfade darin geschlossen sind.

e Eine Formel ist genau dann giltig (im Tableau-Verfahren), wenn es ein
geschlossenes Tableau fiir —A gibt.

Aus einem offenen Pfad lassen sich Bedingungen fiir eine Interpretation
ablesen so, dafl das Modell (W, R, I) eine gegebene Formel A erfiillt. Gibt
es in einem Tableau fiir A keine offenen Pfade, dann ist A offenbar nicht
erfiillbar. In diesem Fall mufi —=A giiltig sein im Rahmen (W, R). Da dieser
Rahmen in aller Regel beliebig aus einer Rahmenklasse gewahlt wurde, so
haben wir auf diese Weise die Giiltigkeit der Formel in der Rahmenklasse
gezeigt. Die bisher genannten Regeln sehen keine Bedingungen fiir die Re-
lation R vor. Also koinzidiert fiir diese Grundregeln Tableau-Giiltigkeit mit
Giiltigkeit in K und, a fortiori, mit Beweisbarkeit in K.

Im folgenden geben wir einige Beispiele an. Dabei wollen wir etwas
abkiirzen. Priifen wir zum Beispiel eine Implikation A — B, dann be-
ginnen wir gleich mit der Wurzel (a : A, a : =B). Manchmal fassen wir auch
mehrere Regelanwendungen zusammen; dann generieren wir statt mehrerer
Knoten nur einen. In der Praxis empfiehlt es sich, abgearbeitete Knoten als
erledigte zu markieren.

Es erspart oft Arbeit, Verzweigungen aufzuschieben. Um Verzweigungen
zu umgehen, kénnen wir die folgenden abgeleiteten Regeln verwenden:
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a:AVB a:-(AAB) a:A—-B a:A—B
a: A a:—A a: A a:—B

a:B a:—-B a:B a:—A

Mit diesen zuséatzlichen Regeln werden Tableaus fiir die meisten Formeln,
an denen wir ein Interesse haben konnen, linear.

Beispiel 1. O(A — B) — (OA — OB).

a:0(A— B)——

a:—-(0A— OB)
a:0OA —]

a:-0B

In den folgenden Beispielen moge der Leser selbst die erlduternden Pfeile
einfiigen!

Beispiel 2. OCA — OOA.

Weitere Regeln sind nicht anwendbar; der Pfad bleibt also offen: Nicht
giiltig in K. Aber welches Gegenmodell zur Formel kénnen wir hier ablesen?
Jedes Modell mit nur einem Punkt dient dem Zweck! Sei a dieser singuldre
Punkt. Dann ist jede Formel mit anfinglichem O am Punkt a trivialerweise



12. TABLEAUS 159

wahr, denn kein Punkt b erfiillt den Wenn-Teil der Wahrheitsbedingung
“(¥b) wenn Rab, dann ...” . Das néchste Beispiel behandelt die Umkehrung.

Beispiel 3. COA — OCA.

Wieder kein geschlossener Pfad. Dem Tableau ist unmittelbar ein Gegen-
modell abzulesen: ({a,b,c,V',c'}, Rab, Rac,, RbY , Red’, I) mit I(PV) =1
und I(P,c¢’) = 0. Solche Gegenmodelle kénnen wir auch iibersichtlich so
notieren:

a b c bV ¢

/ /
A % x x 1 0 Rab, Rac, Rbb", Rec'.

Die erste Zeile gibt die Modellmenge W an; die zweite Zeile stellte die
notige Bedingung fir I auf; rechts daneben wird R festgelegt. Ein Stern
* deutet an, dafl der Wahrheitswert von A (eigentlich: eines beliebigen fiir
A einzusetzenden Atoms) am dariiberstehenden Punkt gleichgiiltig ist. Das
Gegenmodell 148t sich weiter vereinfachen. Wir brauchen nur ein Modell mit
drei Punkten, Rab und Rac, wobei b und ¢ R-Endpunkte sind. An solchen
Endpunkten sind, wie bereits festgestellt, alle Formeln mit anfanglichem O
trivialerweise wahr. Also haben wir b : OA und ¢ : O—-A. Aber dann auch
a:O0A und a : OO-A (= -0OCA):

Rab, Rac.



160 MODALLOGIK | IIL

Wenn wir nun die Rahmenklasse so einschrinken, daBl R konvergent ist,
d.h.
Rab und Rac = dd : Rbd und Rcd,

dann konnen wir das Tableau so fortfithren:

Rbd
Red

d: A
d:—A

Beispiel 4. Auch das folgende Tableau fiir A — OO A bleibt ohne weitere

Annahmen iiber R offen:
a:0A

a . ﬁ\:‘\:‘A

|
Rab
b:-0OA

Rbe
c: A

R(a): A

Die Bedingung, welche R erfiillen mufl; um dem Tableau zum Abschlufl zu
verhelfen, ist unschwer auszumachen.
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Beispiel 5. OA — (O(A — OA) — A).34

a:CA
a:0(A— 0OA4)
a:—A

Rab
b :‘ A

R(a): A— DA

b: A— DA

b:0A

R(b): A

Wenn wir nun aus Rab auf Rba schlieen konnten (Symmetrie!), dann wiirde
aus R(b) : A folgen, daBl a : A, und der Pfad wére geschlossen. Ohne
Symmetrie zeigt das Tableau folgendes Gegenmodell an:
a b
A 0 1
Beispiel 6. ©A — OA unter der Bedingung, dal R funktional ist,
Rab und Rac = b=rc.
(Wir benennen diesmal den Wurzelindex mit b.)
b:OCA
b:-0OA

Rbe

c :| A

Rbd
d: |ﬂA

c=d

c:—A

Rab.

34 Die Formel driickt gewissermafien den Kern des ontologischen Gottesbeweises aus. Sei
A: Gott existiert.
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Noch einmal Beispiel 2. OOA — OOA. Wir wollen nun annehnmen,
daB R funktional (s.0.) und erweiterbar ist, d.h. Va3b : Rab. Diese letzte
Bedingung erlaubt es uns, das Tableau 2 um den Knoten Rab zu verlangern:

Rab

Sodann héngen wir das Tableau 6 an. Die Formel ist ein Theorem des
Systems KD!.

Ubungen.
a) 0-A — O(A — B).
) O(A— B)AO(A — -B) = =CA.
c) =OOO(AV B) — OOC-A.
d) (A — OB) — (OA — ©B) in reflexiven Rahmen.
e) OOOCA — OCA in reflexiven Rahmen.
f) O(0A — B) - O(A — OB).
g) O(AVvOB) - 0OAVOB.

Die Grundregeln (Boole) und (Mod) richten das Tableau-Verfahren so
ein, dafl genau die in K giiltigen und also in K beweisbaren Formeln identi-
fiziert werden konnen. Fiir Erweiterungen von K werden die jeweils korre-
spondierenden Rahmenbedingungen als weitere Tableau-Regeln formuliert;
also etwa:

Rab
Rbe Rab a: A
Tbl (R) | (Refl) | (Trans) | (Sym) | (Erw)
Raa Rac Rba Rab

Tableau-Verfahren stellen gewissermaflen die “Syntaktisierung” der mo-
dalen Modelltheorie dar. Es handelt sich im Prinzip um ein rein syntak-
tisches Beweisverfahren, welches Ausdriicke der Form a : A, Rab, a = b
etc. erzeugt und diese in einer Baumstruktur anordnet. Diese Ausdriicke
sind so unmittelbar auf die Semantik einer modalen Sprache bezogen, dafl
sich daraus recht trivial die Beobachtung ergibt, dafl das Verfahren die in
einer bestimmten Rahmenklasse giiltigen Formeln richtig und vollstandig
identifiziert.

Wenn man mit Tableaus arbeitet, dann stellt sich schnell der Eindruck
ein, daf} diese nicht nur ein bequemes Mittel sind sich von der Erfiillbarkeit
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oder Unerfiillbarkeit einer Formel zu iiberzeugen. Das Verfahren hat etwas
mechanisches an sich. Die Tableaus werden durch die Regeln in eindeutiger
Weise vorangetrieben. Nur die Reihenfolge der Regelanwendung ist nicht
bestimmt. Aber darauf kommt es gar nicht an. Die Knoten kénnen in be-
liebiger Reihenfolge abgearbeitet werden. (Wenn wir es so mochten, kénnen
wir durch zusétzliche Vereinbarungen eine bestimmte Reihenfolge erzwin-
gen, so daf diese Wahlmoglichkeit abgeschnitten wird.) Mehr noch: Wenn
wir einmal von der Weitergabe-Regel absehen, dann haben alle Regeln die
Eigenschaft die Komplexitat der jeweils bearbeiteten Formel zu reduzieren.
Da jede Formel eine endliche Komplexitéit hat, drangt sich die Vermutung
auf, dal das modale Tableaus-Verfahren ein Entscheidungsverfahren fiir die
Eigenschaft der Giiltigkeit in einer Rahmenklasse darstellt.

Diese Vermutung trifft nur zum Teil zu. Die Weitergabe-Regel kann im
Verein mit bestimmten R-Regeln unendliche Tableaus erzeugen. Betrachten
wir zum Beispiel die Kombination von (Trans) und (Erw). (Das Beispiel
(Trans)+(Refl) ist dhnlich.) Wir beginnen ein Tableau mit (e : OA) und

setzen dann so fort:
a:0OA

R(a): A

Nun erlaubt (Erw) die Fortsetzung | . Daraufhin geben wir A weiter
Rab

anb: | . (Erw), gefolgt von (Trans) und Weitergabe fiihrt nun zu
b: A

Rbe

Rac

c: A

Die Ellipse deutet an, dafl es mit diesen Regeln nun unendlich so weitergeht.
Es konnen stets neue Knoten erzeugt werden, an welche die Formel A wei-
tergegeben wird. Das muf} in einem gegebenen Fall nicht dazu fiithren, dafl
das Tableau nicht schlieit. Aber ohne weitere Vorkehrungen schiitzt uns im
allgemeinen nichts davor, dafl KD4-Tableaus unendlich fortgesetzt werden
konnen und somit die Frage offen bleibt, ob ein Pfad geschlossen oder of-
fen ist. Tatsdchlich kénnen wir das durch eine zuldssige Regel verhindern,
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welche redundante Anwendungen der Weitergabe-Regel verbietet. Das so
modifizierte Tableaus-Verfahren ist dann ein Eintscheidungsverfahren auch
fiir KD4. Wir wollen die Frage der Enscheidbarkeit nun jedoch allgemeiner
mit anderen Mitteln angehen.

13. Filtrierung und Entscheidbarkeit

Ein Modell enthélt oft mehr Information, als es fiir die Beurteilung einer
einzelnen Formel A an einem Punkte a notig ist. In diesem Fall kénnen
wir aus a ein Teilmodell M® erzeugen, welches nur die mit a verbunde-
nen Punkte (im Sinne von R) enthélt. Aber auch dieses reduzierte Modell
enthélt noch redundante Information. Denn die Interpretationsfunktion I
des Modells weist an jedem Punkte jedem Atom einen Wahrheitswert zu.
Fiir die Beurteilung von A interessiert aber nur, welche Werte die Atome,
die in A vorkommen, haben.

Gleiches gilt fiir das kanonische Modell einer Logik L. Fiir die Beurteilung
einer einzelnen Formel A sind alle Punkte, die sich nur im Hinblick auf
Formeln unterscheiden, die in A gar nicht vorkommen, einerlei. Anders aus-
gedriickt: Punkte, die im Hinblick auf die Teilformeln von A iibereinstim-
men, konnen wir, ohne relevante Information zu verlieren, identifizieren.
Bildlich vorgestellt, “filtern” wir das Modell durch die Formel A und erhal-
ten als Filtrat ein deutlich kleineres Modell (auf einem deutlich kleineren
Rahmen), welches alles vom Original-Modell enthélt, was fiir die Beurteilung
von A wichtig ist.

Das Bild berechtigt zu einer Hoffnung. Jede Formel hat nur endlich viele
Teilformeln. Wenn wir uns fragen, ob eine Formel A giiltig ist in einer
Klassen von Rahmen, dann kénnen wir vielleicht die Menge der Modelle
auf diesen Rahmen durch A filtrieren und erhalten so nicht nur eine Menge
endlicher Modelle, sondern eine endliche Menge endlicher Modelle, in de-
nen wir nun A priifen miissen. Das wére dann eine endliche Aufgabe, was
bedeuten wiirde: Von jeder Formel liefle sich in endlicher Weise entschei-
den, ob diese giiltig ist in der Rahmenklasse. Und wenn wir zudem wissen,
daf} eine bestimmte, axiomatisch formulierte Logik L genau diese Rahmen-
klasse beschreibt, dann hétten wir auch ein Entscheidungsverfahren fiir die
Eigenschaft der Ableitbarkeit in L.

Die Entscheidbarkeit einer Logik kann unter zwei Aspekten betrachtet
werden:

- Wir kénnen danach fragen, ob eine Logik iiberhaupt entscheidbar ist.

- Wir kénnen an einem handhabbaren Verfahren interessiert sein, welches
die Frage nach der Giiltigkeit bzw. Ableitbarkeit einer Formel moglichst
unaufwendig beantwortet.
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Der letzte Aspekt stand im vorhergehenden Abschnitt im Mittelpunkt. Daf3
das dort vorgefithrte Verfahren fiir einige Modallogiken recht gut zu funk-
tionieren scheint, garantiert aber nicht, dafl es sich fiir jede Logik adap-
tieren laBt. Vorgéingig ist in jedem Fall die Frage, ob eine Logik iiberhaupt
entscheidbar ist. Die Art der Antwort, die wir hier geben werden, fuflt
jeweils auf der Angabe eines Entscheidungsverfahrens. Jedoch sind diese
Verfahren im Sinne des zweiten Aspektes selten brauchbar. Zwar werden
wir z.B. im Rahmen des Filtrierungsverfahrens einer berechenbaren Kar-
dinalitatsschranke fiir Modelle begegnen, welche die Endlichkeit des Ver-
fahrens garantiert; fiir praktische Zwecke liegt diese Schranke jedoch oft zu
hoch. Uber die Komplexitit des Entscheidungsproblems in Modallogiken
informiert [31, Kap. 6].

Es gibt verschiedene Ansétze, das Entscheidungsproblem anzugehen. Wir
benutzen hier die Technik der Filtrierung — in einem prézisen Sinne, den
wir gleich erkldren werden und der auf Arbeiten von Lemmon, Scott und
Segerberg zuriickgeht. Andere Techniken werden in [43] skizziert und in [31]
in extenso vorgestellt. Praktische sinnvolle Entscheidungsverfahren findet
der Leser auch in [141] und [227]. Diese mogen auf den ersten Blick etwas
anders aussehen als unsere Tableaus, die Idee ist jedoch dieselbe: Es geht
um die systematische Suche nach kleinen Gegenmodellen.

Filtrierung. Wenn A eine Formel ist, dann sei tf(A) die Menge ihrer
Teilformeln. (Die Definition 148t sich natiirlich erweitern fiir Formelmengen
X: tf(X) = U{tf(4) : A e X}.)
Es sei M = (W, R, I) ein Modell und A eine Formel. Fiir jeden Punkt
a €W sei
A, :={Betf(A):a = B}

die Menge der Teilformeln von A, die am Punkt a wahr sind. Ferner
definieren wir

an~aqbgdw A, = A4,

und
[a]a :={b€ W :a ~y4 b}, sowie Wy :={[a]a:a€ W}

Da ~ 4 eine Aquivalenzrelation und also [a] 4 eine Aquivalenzklasse ist, folgt
unmittelbar aus den Definitionen, daf3

(*) [a]A = [b]A gdw Aa = Ab.

Nun nehmen wir die Menge W4 selbst als Tragermenge eines Modells,
welches wir so definieren:
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DEFINITION 62. Ein Modell My = (Wa,Ra,I4) ist ein Filtrat von
M = (W,R,I) durch die Formel A (kurz A-Filtrat), wenn die folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

1. Wy ist, wie oben, die Menge der Aquivalenzklassen unter ~ 4.

2. Ralalabla gdw 3z € [a]a und Ty € [b]4 : Rzxy.

3. I4(P,[ala) =1 gdw I(P,a) = 1, fiir alle Atome P € tf(A).

LEMMA 63. Fir jede Formel A mit n Teilformeln ist W4 endlich und
hat hochstens 2" Elemente.

BEWEIS. Wir definieren eine Abbildung f : W4 — ©(tf(A)), die jeder
Punktemenge in W, die Menge der Teilformeln von A zuordnet, die an den
Punkten der Menge wahr sind:

f(la]a) = Aq.

Aufgrund von (x) wissen wir, erstens, dafl die so definierte Funktion f un-
abhangig davon ist, wie wir die Punktemengen in W4 repréasentieren; denn
wenn [a]a = [b]a, dann f([a]a) = f([b]a). Ferner wissen wir, daf§ die Funk-
tion injektiv ist; denn wenn f([a]a) = f([b]a), dann [a]4 = [b]4. Da also
verschiedene Argumente verschiedene Werte bekommen, kann die Kardi-
nalitdt des Argumentbereichs W4 nicht gréfler sein als die des Wertebe-
reichs, | R(tf(A))| = 2™ (mit [tf(A)| = n nach Voraussetzung). ]

Nun ist es so, dafl wir fiir den Beweis des Filtrierungssatzes 64 tatséchlich
nur auf Eigenschaften der Relation R4 zurilickgreifen, die schwécher sind
als die Bedingung 2 in der obigen Definition. Also kénnen wir fiir diesen
Satz den Begriff eines Filtrats etwas allgemeiner definieren, indem wir die
Bedingung 2 durch die folgende ersetzen:

2* a. Wenn Rab, dann Rala]a[b]a, und
b. wenn Rylala[bla, dann VC: falls OC € tf(A) und o E OC, dann
bEC.

Die engere Bedingung 2 definiert das kleinste Filtrat, wiahrend die schwéch-
ere Bedingung 2* auch grélere Filtrate zuldft. (Der Nachweis, dafl aus 2
die Bedingung 2* folgt, ist eine einfache Ubung.)

SATZ 64. (FILTRIERUNG) Es sei My ein A-Filtrat eines Modells M.
Dann gilt fir alle B € tf(A):

al= B in M gdw [a)a = B in Ma.
BEWEIS. Induktion iiber den Aufbau der Teilformeln B von A.
Fall B = P: Gegeben durch Bedingung 3.

Fille B=—-C und B = CAD: Unmittelbar aus der Induktionshypothese.
Fall B=0OC: (LR) folgt aus Bedingung 2*b, (RL) aus 2*a. ]
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DEFINITION 65. Eine Logik L hat die endliche Rahmeneigenschaft, wenn
es fiir jede Formel A ¢ L einen endlichen Rahmen gibt mit R = L und
R A.

Es ist leicht zu sehen, daf§ L genau dann die endliche Rahmeneigenschaft
hat, wenn L mit der Menge der in den endlichen Rahmen fiir L giiltigen
Formeln iibereinstimmt, d.h.

L = Th(Endl(Rm(L))).

SATZ 66. K hat die endliche Rahmeneigenschaft.

BEWwEIS. Angenommen A ¢ K. Da K = Th(K), so gibt es einen Punkt
a in einem Modell M auf einem Rahmen R in K so, dal a = A. Wir
konstruieren nun ein A-Filtrat M4 = (W4, Ra,14) von M. Nach dem
Filtrierungssatz 64 haben wir [a]s & A in M4 und also R4 [~ A, wobei
R 4 nach Lemma 63 endlich ist. Ferner sind alle Theoreme von K wie in
jedem Kripke-Rahmen, so auch in R4 giiltig, d.h. R4 E K. .

Aus dem Satz folgt ein weiteres Vollstandigkeitsresultat fiir das Basissystem
K: K = Th(Endl(K)), d.h. K ist determiniert durch die Klasse aller
endlichen Kripke-Rahmen — ein weiterer Beweis iibrigens (nach Satz 33),
dafl die Bedingung (Endl) nicht modal definierbar ist. Ferner ergibt sich
im Verein mit Lemma 63 eine wichtige Information iiber die Grofie solcher
Modelle, die wir betrachten miissen, um herauszufinden, ob eine gegebene
Formel ein Theorem von K ist. (Von dieser Information werden wir auf
p. 171 Gebrauch machen.)

KOROLLAR 67. Es sei K™ (m € N) die Klasse aller Rahmen mit hochs-

tens m Punkten. Wenn eine Formel A n Teilformeln hat, dann A € K gdw
A€ Th(K?").

BEWEIS. In der einen Richtung geniigt die Beobachtung K C Th(K) C
Th(K2"). Die andere Richtung folgt aus Lemma 63 und Satz 66. .

SATZ 68. Die Logiken T, B, S4, und S5 haben die endliche Rahmenei-
genschaft.

BEWEIS. Wir bauen auf dem Beweis von Satz 64 auf, betrachten je-
doch jeweils das kanonische Modell und bilden daraus ein Filtrat. Die
Rahmenkomponente des kanonischen Modells erfiillt die jeweiligen korre-
spondierenden Bedingungen und ist charakteristisch fiir die betrachtete Lo-
gik. Es ist nun zu zeigen, daf§ auch das Filtrat die Bedingungen erfiillt.
Fiir T (Reflexivitdt) und B (Reflexivitdt und Symmetrie) geniigt dazu der
Riickgriff auf Bedingung 2 der Definition 62.
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Im Falle von S4 und S5 ist es nicht so, daf} jedes Filtrat eines transi-
tiven Rahmens selbst transitiv ist. Wir miissen also passende Filtrate erst
definieren. Wenn (W, R, I') das jeweilige kanonische Modell ist, dann sei W4
wie zuvor und fiir S4 definieren wir:

Ralalalb]a gdw VOB € tf(A) :a =0B = b = 0OB.
Im Falle von S5 definieren wir:
Ryla)abla gdw VOB € tf(A) : o = 0B < b = OB.

Nun 148t sich jeweils zeigen, dafl (Wa, R4) Filtrate (im weiteren Sinne 2%)
sind, und dafl die Eigenschaften der Relation (Transitivitdt bzw. Aquiva—
lenz) sich vom kanonischen Rahmen auf sein Filtrat iibertragen. (Details
z.B. in [81, pp 78f.].) .

Man beachte, dal aus der endlichen Rahmeneigenschaft fiir eine Logik
L folgt, daBl es fiir jede Formel A ¢ L ein endliches Modell M fiir L gibt
mit M (£ A; d.h. die endliche Rahmeneigenschaft impliziert die endliche
Modelleigenschaft. (Dazu sehe man noch einmal den Beweis von Satz 66
durch. Die Verallgemeinerung liegt dann auf der Hand.) So erhalten wir
das weitere

KOROLLAR 69. Die Logiken K, T, B, S4, und S5 haben die endliche
Modelleigenschaft.

Tatséchlich koinzidieren endliche Modell- und Rahmeneigenschaft fiir nor-
male modale Logiken; d.h. es gilt:

LEMMA 70. Eine normale Modallogik hat genau dann die endliche Rah-
meneigenschaft, wenn sie die endliche Modelleigenschaft hat.

BEWEIS. Die eine Richtung liegt, wie gesagt, auf der Hand. Fiir die
andere Richtung nehmen wir an, dafi (1) L die endliche Modelleigenschaft
hat, und dafl (2) A ¢ L. (Wir weisen einen endlichen Rahmen fiir L vor,
der A widerlegt.)

Wir beginnen mit einer allgemeinen Beobachtung iiber Filtrate. In Fil-
traten sind alle Punkte durch Formeln voneinander unterschieden (“sepa-
riert”):

(A) Wenn My ein Filtrat ist (F' eine Formel oder Formelmenge), dann

gilt fiir alle distinkten Punkte x,y in Wg, 3B: = |= B und y [~ B.

(Vgl. die Def. auf p.165.) Denn wenn = = [a]r und y = [b]p (mit a,b in
M) distinkt sind, dann F,, # F},. Also gibt es ein B € tf(F') mit a = B und
b [~ B.
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Aus (1-2) folgt, daB es ein endliches Modell M gibt mit M = L und
M, a = A fir einen Punkt a in M. Wir betrachten nun das Filtrat My =
(Wx, Rx, Ix) mit dem Filter X = LU{A}. Da Mx endlich ist, so ist auch
Rx endlich. Nach Satz 64 (Filtrierung) gilt Mx, [a]x [~ A4, also Rx [~ A.
Da M E L so gilt ferner aufgrund des Filtrierungssatzes, da Mx E L.
Es bleibt zu zeigen, dafl Rx = L. Da nach (A) die Punkte in Rx separiert
sind, folgt die Konklusion unmittelbar aus dieser Beobachtung:

(B) Wenn M = (R, I) ein Modell mit separierten Punkten ist und M =
A, dann R = A (fiir beliebige Formeln A).

Der Beweis von (B) sei hier nur skizziert; Details findet der Leser z.B. in
[81, pp. 79ff.] und [31, pp. 146fL.].

Wir beginnen mit der Beobachtung, daf§ in separierten Modellen jeder
Punkt x eine charakteristische Formel hat:

(a) Fiir alle Punkte z € W gibt es eine Formel A so, dal Vy e W, y E A
gdw z = y.

In separierten Modellen lassen sich auch beliebige Teilmengen von W durch

Formeln charakterisieren:

(b) FiralleU CW, JA: Va C W,z = Agdwz € U.

Interpretationen unterscheiden sich dadurch, daf sie Atome auf verschiedene

Teilmengen von W abbilden. Eine Interpretation I’ nennen wir daher (in

einem Modell) definierbar, wenn jede der Teilmengen I, = {x € W :

I'(P,z) = 1} die Bedingung (b) instantiiert. Das ist nach (b) fiir separierte

Modelle der Fall. Sei M = (R, I) ein solches Modell. Dann folgt:

(¢) M kann alle Interpretationsvarianten I’ auf R definieren.

Nun gilt aber

(d) Wenn R, I = A, dann fiir alle in diesem Modell definierbaren Interpre-
tationsvarianten (R,I'): R,I' E A.

Aus (c) und (d) folgt, daB R |= A, wie gewlinscht. .

Endliche Rahmeneigenschaft und endliche Modelleigenschaft sind also fiir
normale Modallogiken austauschbare Begriffe. Im Rest dieses Kapitels wer-
den wir dem letzteren den Vorzug geben.

Entscheidbarkeit. Eine Logik ist entscheidbar, wenn es ein Verfahren
gibt, mit dem wir fiir jede Formel A nach endlich vielen Schritten feststellen
konnen, ob sie ein Theorem der Logik ist, d.h. A € L oder A ¢ L.

A. Angenommen eine Logik L liegt endlich axiomatisiert vor (so, wie wir
einige normale Modallogiken oben kennengelernt haben), d.h.

L=K+5 + -+,



170 MODALLOGIK | IIL

wobei jedes S; ein modales Schema ist. Wenn eine Formel A ein Theorem
ist, dann gibt es ein Verfahren, das nach endlichen Schritten die Frage ob
A ein Theorem ist, beantwortet:

1. Wir wéhlen eine Abzéhlung aller Ableitungen in dem axiomatischen
System fiir L.

2. Wir priifen fiir jede Ableitung, ob sie terminal A enthalt.

3. Irgendwann, d.h. in einem Schritt k& € N, werden wir auf eine solche
Ableitung treffen.

Wenn A jedoch kein Theorem ist, dann wird uns dieses Verfahren das nicht
im allgemeinen nach endlich vielen Schritten bestétigen kénnen. Denn in
diesem Fall miifiten wir uns davon iiberzeugen, daf} es keine Ableitung mit
terminalem A gibt; d.h. wir miiflten alle Ableitungen priifen — und davon
gibt es unendlich viele. Die Frage, ob A ein Theorem sei, ist mit diesem
Verfahren also nur “zur Hélfte” entscheidbar, d.h. nur im Falle, daf3 A ein
Theorem ist.

B. Angenommen L hat die endliche Modelleigenschaft, d.h. fiir jedes
Nicht-Theorem gibt es ein endliches widerlegendes Modell fiir L. Wenn A
kein Theorem ist, dann kénnen wir so vorgehen:

1. Wir wéhlen eine Abzahlung aller endlichen Modelle fiir L.

2. Die Priifung von A in einem solchen Modell ist eine endliche Angele-
genheit.

3. Aufgrund der endlichen Modelleigenschaft von L werden wir schliefilich
in einem Schritt & € N auf ein Modell stoflen, welches A widerlegt.

Offensichtlich ist die Frage, ob A ein Theorem sei, auch mit diesem Ver-
fahren nur zur Hélfte entscheidbar, ndmlich nur im Falle, dafl A keines ist.
Die zwei Halften ergénzen sich jedoch zu einem Ganzen, indem wir beide
Verfahren kombinieren. Daher:

SATZ 71.  Jede endlich axiomatisierbare normale Modallogik mit der
endlichen Modelleigenschaft ist entscheidbar.

C. Im Falle von K ist es jedoch so:

1. Jede Formel A hat eine endliche Anzahl n von Teilformeln.

2. Also betrachten wir nach Satz 67 nur die endlichen Rahmen in K2".

3. Von diesen gibt es nur endlich viele. Denn in einem Rahmen (W, R)
ist R eine Menge in £(W2) (manchmal auch 20W*) geschrieben). Also
gibt es 2(m*) verschiedene Relationen auf einer Menge W mit m Punk-
ten. Daher gibt es fiir jedes m < 2™ nur endlich viele Rahmen mit m
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Punkten in W, die sich im Hinblick auf die Relation R unterscheiden
konnen. Also ist K2 eine endliche Menge von Rahmen.

4. Fiir jeden Rahmen R in dieser Menge, geniigt es (nach Satz 64), den
Status von A in solchen Modellen zu priifen, welche A-Filtrate darstel-
len.

5. Da Filtrate endlich sind, geniigt es also, den Status von A an endlich
vielen Punkten in endlich vielen Modellen auf einer endlichen Anzahl
von Rahmen zu priifen.

Wir haben ein Entscheidungsverfahren fiir K! Die “entscheidende” Infor-
mation iber K haben wir dem Satz 67 entnommen: Die endlichen Rahmen
fir K, die ein gegebenes Nicht-Theorem A falsifizieren, gehoren zu einer
Klasse R von Rahmen, die eine maximale Grofle haben, welche sich jeweils
aus der Anzahl der Teilformeln von A errechnen 1at. Daraus konnten wir
auf die Endlichkeit der zu betrachtenden Rahmenklasse schlieflen. Diese
Eigenschaft der Logik K wollen wir verallgemeinern fiir beliebige normale
Modallogiken L.

Zunichst definieren wir fiir jede Formel A die Klasse M* der Modelle fiir
L welche A widerlegen und aus hochstens 2!/ (4 Punkten bestehen:

M e Mtf(L,A) gdw M =L, M~ A, und M| < ol tE(A)|

DEFINITION 72. Eine Logik L hat die starke endliche Modelleigenschaft,
wenn es fiir jede Formel A ¢ L ein Modell M € M"Y (L, A) gibt.

Im Falle von K ist es einfach zu entscheiden, ob ein gegebenes Modell
zu MY (K, A) gehort. Wir genererieren einfach alle Modelle bis zur Gréfie
214! mit einem A-falsifizienden Punkt (eine endliche Aufgabe). Diese
werden immer Modelle fiir K sein. Wenn wir jedoch iiber K hinausgehen,
dann ist sicher nicht jedes groflenbegrenzte Modelle eines fiir die jeweils
betrachtete Logik L. Damit das oben skizzierte Entscheidungsverfahren
flir eine solche Logik L funktioniert, miissen wir also in der Lage sein zu
entscheiden, ob ein gegebenes Modell zu M (L, A) gehort oder nicht.

SATZ 73. FEine Logik L ist entscheidbar, wenn L die starke endliche
Modelleigenschaft hat und fiir jede Formel A, die Modellklasse MY (L, A)
entscheidbar ist.

SATZ 74. Die Logiken K, T, B, S4, und S5 haben die starke endliche
Modelleigenschaft.

BEWEIS. Fiir K wurde die Eigenschaft schon bewiesen. Wir verfolgen
den Nachweis der endlichen Modelleigenschaft fiir T, B, S4, und S5 (Ko-
rollar 69) zuriick. Wir stellen fest, daf die dazu konstruierten endlichen
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Modelle Filtrate sind, und also (Lemma 63) maximal 2t(4) enthalten, fiir
jede zu prifende Formel A. Also haben diese Logiken die starke endliche
Modelleigenschaft.

SATZ 75. Die Logiken K, T, B, S4, und S5 sind entscheidbar.

BEWEIS. Nach den vorhergehenden Sétzen bleibt zu zeigen, dafl fur jede
der Logiken L (und fiir jede Formel A) die Klasse M (L, A) entscheidbar
ist. Jede dieser Logiken entsteht aus K durch Hinzufiigung einer endlichen
Anzahl von Schemata; z.B. T = K+T, S4 = K+T + 4. Jedes der Schemata
korrespondiert mit einer Bedingung erster Stufe auf Modellen. Jedes Modell
kann in endlicher Weise darauf gepriift werden, ob es eine solche Bedingung
erfiillt. Also ist jede der Klassen M' (L, A) entscheidbar. .

Aus dem Beweis des letzten Satzes folgt unmittelbar:

KOROLLAR 76. Jede endlich axiomatisierbare Logik L mit der starken
endlichen Modelleigenschaft ist entscheidbar.

Dieses Korollar folgt unmittelbar schon aus Satz 71, und mit Satz 68 auch
die Entscheidbarkeit aller bisher betrachteten axiomatischen Erweiterungen
von K fiir die wir Vollstdndigkeitsbeweise fithren konnten. Das sollte jedoch
nicht den Blick verstellen auf den Umstand, dafl Satz 75 hier nicht auf der
teils beweistheoretischen Basis der Verfahren A und B, sondern allein auf der
Basis des modelltheoretischen Verfahrens C gewonnen wurde. Zwar haben
wir im Beweis des Satz 75 auf eine axiomatische Darstellung der jeweiligen
Logik zuriickgegriffen. Aber genausogut — und direkter — héitten wir die
Logiken im Satz als modelltheoretisch gegeben betrachten kénnen, d.h. als
Mengen von Formeln, die in allen Modellen mit bestimmten Eigenschaften
erster Stufe giiltig sind.

Wie Chagrov und Zakhariaschev [50, p. 495] bemerken, sind die “meis-
ten” Modallogiken unentscheidbar. Denn den unabzahlbar vielen Modal-
logiken stehen nur abzidhlbare viele effektive Verfahren gegeniiber. Das ist
jedoch nicht weiter beunruhigend, denn die meisten “interessanten” Modal-
logiken sind endlich axiomatisierbare Erweiterungen der Basislogik K und
als solche entscheidbar. Diese Beobachtung bringt uns schliellich zu einer
hoffnungsvollen Einsicht, die iiber die eigentliche Modallogik hinausweist.
Wir haben oben skizziert (siehe p.114), in welchem Sinne Modallogik sich
iiber den Weg einer Ubersetzung als Notationsvariante der Pradikatenlogik
erster Stufe darstellen 148t. So gibt es eine einfache und effektive Uber-
setzung t von modalen zu pridikatenlogischen Formeln. Das Bild ¢(£")
einer aussagenlogischen modalen Sprache £ stellt so ein Fragment einer
pradikatenlogischen Sprache £ dar. Wenn wir dieses Fragment unter pridi-
katenlogischer Aquivalenz abschliefen, dann erhalten wir die Menge t* (ﬁD)
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der Formeln in £', die sich modal definieren lassen, das “modale Frag-
ment” von £'. Das erdffnet die Perspektive, Teile der Pridikatenlogik mit
den einfacheren Mitteln der modalen Aussagenlogik zu erkunden. Wenn
M z.B. eine entscheidbare Modallogik ist (d.h, die Theoremmenge M in
L entscheidbar ist), dann ist auch die Menge (M) pridikatenlogischer
Formeln entscheidbar. Dabei sind die aussagenlogischen Entscheidungsver-
fahren fiir die Modallogik oft deutlich effizienter als die pradikatenlogischen
Verfahren fiir das entsprechende Fragment. Diese Perspektive wird in soge-
nannten Beschreibungslogiken systematisch entwickelt und erweitert.

Wir konnen fiir modale Fragmente der Pradikatenlogik auch modallo-
gisch Schliisselresultate flir die Pradikatenlogik erbringen. So haben wir
fir “alle interessanten” Modallogiken M die endliche Modelleigenschaft
nachgewiesen. Diese besagt — in etwas anderen Worten — daf jede erfiillbare
Formel ein endliches Modell (fiir M) hat. Das kénnen wir in die Pradikaten-
logik so iibertragen: Jede Formel im modalen Fragment von £, welche in
einem Modell erfillbar ist, das die Bedingungen ¢(IM) erfillt, ist in einem
endlichen (und also abzéhlbaren) Modell (fiir ¢(M)) erfiillbar — eine Verstér-
kung des Lowenheim-Skolem Theorems fiir Fragmente der Pradikatenlogik.

14. Intuitionistische Logik als Modallogik

Intuitionistische Logik (IL), manchmal auch “Konstruktive Logik”
genannt, 3° ist eine Logik, die schwécher ist als die klassische. Die Not-
wendigkeit einer solcher Abschwachung wird von verschiedenen Vertretern
intuitionistischer Logik sehr verschieden begriindet. Es scheint jedoch eine
gemeinsame Kernidee zu sein, dafl Wahrheit in irgendeiner Weise unter epis-
temischen Bedingungen stehen muf}: Eine Aussage A wahr zu nennen, er-
fordert, im Hinblick auf A “ausreichend epistemisch positioniert” zu sein.
Was immer das im Detail heiflen mag, Intuitionisten sind sich darin einig,
daf es nicht fiir jede Aussage A so ist, dafl entweder A oder —A wahr ist, d.h.
dal man immer stark genug positioniert ist, entweder A oder = A behaupten
zu konnen. Also driickt fiir Intuitionisten das Schema

TND. Av-A

(tertium non datur: ein Drittes gibt es nicht) keine logische Wahrheit aus.
TND ist das Prinzip, dal von einer Aussage oder deren Negation immer
eines wahr ist. Das ist zu unterscheiden vom Prinzip der Zweiwertigkeit:

35 80 in der von Paul Lorenzen und Wilhelm Kamlah gegriindeten Erlanger Schule.
Auflerhalb dieser Schule hat “Konstruktivismus” in der Logik und Grundlegung der Math-
ematik jedoch eine weitere Bedeutung, weshalb “Konstruktive Logik” keine gliickliche
Pragung ist.
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Jede Aussage ist entweder wahr oder nicht wahr. Dieses Prinzip akzeptieren
auch Intuitionisten. Sie verstehen zwar unter Wahrheit eine epistemisch
bedingte Eigenschaft, aber diese Eigenschaft trifft in jedem Fall entweder
zu oder nicht.

Nun kann man aus der klassischen Logik nicht einfach ein einzelnes Sche-
ma herausnehmen ohne auch an anderen Stellen einzugreifen. Die Schemata
sind durch Ableitbarkeits- bzw. Folgerungsbeziehungen miteinander ver-
kniipft. So haben wir klassisch

(1) (mAVA) & —(AA-A)

Das ist eine Instanz eines der DeMorgan’schen Gesetze. Wenn nun Intu-
itionisten die linke Seite der Aquivalenz ablehnen, heifit das, da8 sie auch die
rechte Seite, d.h. das Prinzip vom ausgeschlossenen Widerspruch ablehnen?
Nein, =(—=A A A) ist ein Theorem von IL. Intuitionisten unterbrechen da-
her die Verbindung (1) zwischen diesem Theorem und TND, indem sie das
Schema

(2) ﬁ(ﬁA/\B) — (A\/ﬁB)

(hier allgemeiner B fiir A) ablehnen. Intuitionistisch weiterhin giiltig ist
dagegen

(3) -(mAAB) - (-—AV-DB)
Damit nun aus (3) nicht (2) folgen soll, darf auch
DNB. -—A—- A

(Beseitigung doppelter Negationen) kein Theorem von IL sein.
Den Sinn der materialen Implikation in der klassischen Logik haben wir
mit der Aquivalenz

(4) (A—-B) & -AVB

wiedergegeben. Manchmal haben wir (4) auch als eine Definition des Pfeils
— genommen. Auch (4) kann in IL nicht gelten. Denn aus A — A kénnten
wir dann TND gewinnen. Intuitionisten akzeptieren A — A und lehnen
also die Aquivalenz (4) ab.

Diese Uberlegungen miissen zuniichst als eine Reihe von ad hoc-Mangvern
erscheinen, deren Ende nicht abzusehen ist. Intuitionisten bieten jedoch eine
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Interpretation der Satzverkniipfungen an, die diese Mandver systematisch
begriinden; siehe z.B. Heyting [133, Kap. VII].

Vertreter der klassischen Logik werfen Intuitionisten vor, sie wiirden die
Frage, ob eine Aussage wahr sei, verwechseln mit der Frage, ob wir iiber
geeignete Mittel verfiigen, die Wahrheit der Aussage zu erweisen. Intuitio-
nisten antworten, dafl hier gar keine Verwechslung vorliege. Die Zuschrei-
bung von Wahrheit sei immer an die Verfiigbarkeit solcher Mittel gebunden.
Sie werfen ihrerseits den Klassikern vor, dafl diese einen Wahrheitsbegriff
verwenden, der iiber die menschliche Praxis der Vergabe des Wahrheits-
pradikats offenbar hinausgeht und fordern den Klassiker heraus zu zeigen,
welche Aspekte unserer Redepraxis zu der Annahme zwingen, dafl wir Wahr-
heit in diesem stdrkeren, klassischen Sinne verstehen. Das ist Dummetts
manifestation challenge; siehe z.B. [65][66]. Den philosophischen Hinter-
grund dieser Herausforderung gibt offenbar eine Theorie der Bedeutung
sprachlicher Ausdriicke ab, wonach die Frage nach der Bedeutung eines
Ausdrucks erschopfend durch die Beschreibung seines Gebrauchs in der
Sprache beantwortet ist. Fir die logischen Junktoren kann eine solche Be-
deutungstheorie beispielsweise in der Angabe von Einfiihrungs- und Besei-
tigungsregeln bestehen. Aus dieser Sicht liegt der Wert von Modellen, wie
wir sie hier immer wieder betrachtet haben, nicht darin, dafl sie eine se-
mantische Theorie der betrachteten Sprache abgeben. Sie kénnen allenfalls
als Mittel taugen, um zum Beispiel etwas iiber den Begriff der logischen
Wahrheit oder Folgerung herauszufinden. (Dies aber nur, solange wir uns
dabei an die Bedingungen intuitionistischer Beweisfithrung halten.)

Intuitionistische Kripke-Modelle. Intuitionisten verkniipfen Wahr-
heit und Behauptbarkeit enger als dies Verfechter der klassischen Logik
gemeinhin tun; manche Intuitionisten setzen die beiden Begriff in eins. Be-
hauptbarkeit ist an die Verfiigbarkeit von Evidenz gebunden. Es ist daher
verstdndlich, warum unzureichende Evidenz fiir nicht-A kein zureichender
Behauptungsgrund fiir A ist, d.h., warum DNB in diesem Sinne nicht giiltig
sein kann. Ebenso verfligen wir nicht in jeder Situation fiir jede Aussage
iiber zureichende Griinde, die Aussage zu bejahen oder zu verneinen; manch-
mal 148t die verfiigbare Evidenz beide Optionen offen und dann ist TND
falsch.

Grzegorzek und Kripke haben unabhéngig voneinander sehr &hnliche Vor-
schlage gemacht, wie man eine solche Motivation intuitionistischer Logik
im Rahmen der klassischen Logik modellieren kann. Wir folgen hier dem
Ansatz von Kripke [166]. Es sei der Vorsicht halber angemerkt, dafl es
eine “Standardinterpretation” der intuitionistischen Logik nicht gibt. Dazu
gehen die Ansichten von Intuitionisten iiber eine richtige Beschreibung der
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Absichten ihrer Unternehmung zu weit auseinander. Aber der jetzt zu
beschreibende Ansatz ist abstrakt genug, um auf alle iiblichen Kommen-
tierungen der intutionistischen Logik zu passen. Er ist gewissermaflen ein
Versuch, sich IL aus klassischer Perspektive verstédndlich zu machen.

Wir gehen aus von Kripke-Rahmen,

(W, R),

wobei W eine (nichtleere) Menge von Punkten ist, die wir jetzt “Erkennt-
nisstadien” oder “Situationen” nennen konnen. Die Relation R CW x W
ordnet W im Sinne eines Evidenzzuwachses: Intuitiv soll Rab bedeuten, daf3
im Stadium b nicht mehr Evidenz als in a verfiigbar ist. Dazu pafit, daf die
Relation R reflexiv und transitiv ist, d.h. fur alle a,b,c € W:

Raa, und Rab & Rbc = Rac.

Diese Bedingungen zusammengenommen beschreiben Erkenntnisfortschritt
als einen sich moglicherweise verzweigenden Prozess.

Soweit haben wir nur reflexiv-transitive Kripke-Rahmen mit einer neuen
Glossierung versehen. In der Sache macht das keinen Unterschied. Neues
kommt jedoch hinzu, wenn wir diese Rahmen zur intuitionistischen Inter-
pretation einer aussagenlogischen Sprache mit Junktoren {—, A, V,—} her-
anziehen.

Als erstes stellen wir Interpretationen I : ATM x W — {0, 1} unter die
Bedingung:

(Mon) wenn I(P,a) = 1 und Rab, dann I(P,b) = 1.

Damit wird préazisiert, welche Art von Weiterentwicklung von Erkenntnis-
stadien die Relation R wiedergeben soll. Es geht um kumulative Fort-
entwicklungen; keine Information geht verloren. Die Bedingung (Mono)
fordert das zunéchst nur fiir atomare Information, aber wir werden gleich
sehen, dafl Monotonie ganz allgemein gilt.

Sodann interpretieren wir die Negation — und die Implikation — neu.

(=) aE-A gdw Vb: wenn Rab, dann b £ A.

FEine Aussage A an einem Punkt zu negieren, bedeutet auszuschlieflen, dafl

eine Zunahme von Evidenz A behauptbar machen kann — anders gesagt: dafl

am Punkt a genligend Evidenz verfiigbar ist, A definitiv auszuschliefen.
Da < reflexiv ist, folgt aus (—;), dal jeder Punkt konsistent ist, d.h.

wenn a = —A, dann a = A.
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Erwartungsgeméfl — anderenfalls TND! — gilt jedoch die Umkehrung, d.h.
die Vollstandigkeit der Punkte,

Wenn a £ A, dann a = —A,

nicht allgemein.
Auch die Implikation erfahrt intuitionistisch eine neue Deutung:

(=) aEA— B gdw Vb: wenn Rabund b = A, dann b = B.

Eine intuitionistische Implikation gilt an einem Punkt, wenn sie nicht nur
an diesem Punkt (Reflexivitét!), sondern auch bei beliebiger Zunahme von
Evidenz die Ablosung des Konsequens vom Antezedens erlaubt.

Die Bedingungen fiir die Konjunktion A und die Disjunktion V sind wie
in der klassischen Aussagenlogik. Wir miissen nun jedoch beide auffithren,
da A und V in IL nicht wechselseitig (d.h. unter Einsatz der Negation)
definierbar sind.

(A) alEAANBgdwalE Aund a | B;
(V) alE AV B gdwa = Aoder a | B.

Anmerkung. Haben wir Negation und Implikation neu gedeutet oder
haben wir neue Junktoren (—; und —;) unter alten Namen (- und —)
eingefiihrt? Im ersten Fall, stiinde die intuitionistische Interpretation in
Konkurrenz zur klassischen, im zweiten Fall wiirden intuitionistische und
klassische Logik tiber verschiedene Gegenstande sprechen — ganz im Sinne
von Quines [236] Diktum: “Logikwechsel ist Themenwechsel”. In einem
bestimmten Sinne sind beide Sichtweisen moglich. Einerseits konnen wir
die Sache so sehen: Wir interpretieren Sprachen mit {—, A, V,—}, indem
wir auf dieselbe Rahmenklasse jeweils verschiedene Erfiillungsrelationen
aufsetzen. Die Mengen giiltiger Formeln werden je nach Erfiilllungsrelation
verschieden ausfallen. Andererseits kénnen wir aber auch eine Sprache
mit {—, 7, A, V, =, —; } unter einer Erfilllungsrelation interpretieren. Wir
erhalten so eine Menge giiltiger Formeln und konnen dann verschiedene
Fragmente dieser Menge betrachten; z.B. das klassische Fragment in
{—,A\,V,—} oder das intuitionistische Fragment in {—;, A, V, —;}.36

36 Unsere Notation kann bis auf weiteres unentschieden zwischen den beiden Sichtweisen
bleiben. Streichen wir in “(—;)” und “(—;)” die Indizes, so mag das auf eine Neuinter-
pretation hindeuten; versehen wir in diesen Klauseln die Junktoren mit Indizes ¢, dann
kann das als Einfiihrung neuer Junktoren verstanden werden. Wenn wir weiter unten (pp.
187M.) zur Frage der Ubersetzbarkeit zwischen klassischer und intuitionistischer Logik
kommen, ist es manchmal klarer oder gar geboten, die zweite Sichtweise einzunehmen.
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DaB es in der Kontroverse zwischen Klassikern und Intuitionisten im Kern
um die Deutung der Negation geht, kann, nach dem bisher Gesagten, nicht
ganz richtig sein. Zwar ist es so, dafl wenn wir Heytings Axiomatisierung
von IL um das Schema DNB ergénzen, wir eine Axiomatisierung von KL er-
halten. Das Prinzip der doppelten Negationsbeseitigung separiert in diesem
Sinne die beiden Logiken. Aber genau in diesem Sinne tut das auch das
rein implikative Peirce-Schema ((A — B) — A) — A. Mindestens ebenso
wichtig ist also das richtige Verstandnis der Implikation. Tatséchlich konn-
ten wir in der Beschreibung intuitionistischer Kripke-Modelle ganz ohne eine
Interpretationsbedingung fiir die Negation auskommen. Stattdessen setzen
wir die Falsum-Konstante 1 ein mit der Bedingung — die in der klassischen
Logik nicht anders ist —

(L) Va: alE L,

d.h. an keinem Punkt ist L behauptbar. (Die Widerspruchskonstante L
kann in diesem Fall natiirlich nicht mit P A =P definiert sein, fiir irgendein
Atom P. Die Konstante | muf} vielmehr als primitiv aufgefafit werden; in
bestimmten Féllen sind Definitionen wie 1 = (0 = 1) mdglich.) Wenn wir
jetzt die Negation so definieren, wie wir das auch in der klassischen Logik
tun kénnen, nédmlich

(Def. —) ~A = A 1,

dann ist es nun allein die Interpretation der Implikation, die dariiber ent-
scheidet, ob die Negation die klassischen oder intuitionistischen Eigenschaf-
ten hat. Unschwer ist zu sehen, da§ (Def. —) im Verein mit der intuitionis-
tischen Bedingung (—;) die intuitionistische Bedingung (—;) ergibt.

Wir schlieflen die Beschreibung der Klasse intuitionistischer Modelle mit
der Definition von Wahrheit und Giltigkeit. Wir wollen hier mit I die
Klasse der reflexiven und transitiven Rahmen bezeichnen; Mod;(I), mit den
Definitionen (—;) und (—;), ist dann die Klasse intuitionistischer Modelle
auf L

e Eine Formel ist genau dann wahr in einem intuitionistischen Modell,
wenn die Formel an allen Punkten des Modells wahr ist.

e Eine Formel ist genau dann intuitionistisch giltig, wenn sie in allen Mo-
dellen in Mod;(I) wahr ist. Mit Th;(I) bezeichnen wir die intuitionis-
tische Theorie der Rahmenklasse I, d.h. die Menge der intuitionistisch
gultigen Formeln.



14. INTUITIONISTISCHE LOGIK 179

Intuitionistische Aussagenlogik IL (Heyting)

I1. A—ANA
12. ANB—-BAA
13. (A= B)—> (ANC—>BACQC)
I4. (A-B)A(B—=C)—(A—=0C)
15. A— (B—A)
I6. AN(A— B)— B
I7. A— AVB
I8. AVB—BVA
19. A-C)AN(B—=C)—= (AVvB—=C)
110. -A— (A— B)
I11. (A= B)A(A— —-B) > -A
A A—-B
MP. — 5

In Heyting [133, p. 101] finden wir eine Axiomatisierung der intuitionisti-
schen Aussagenlogik IL. Fortan soll mit IL diese axiomatische Représenta-
tion der intuitionistischen Aussagenlogik gemeint sein. Wir wollen den fol-
genden Satz beweisen.

SATZ 77. Eine Formel A ist genau dann ein Theorem wvon IL, wenn

Zunéchst beobachten wir jedoch, dafl sich die Monotoniebedingung (Mon)
fir Atome iiber den gesamten Bereich der Formeln fortsetzt:

LEMMA 78. (Monotonie) In jedem intuitionistischen Modell gilt fir alle
Formeln A: Wenn a = A und Rab, dann b = A.

BEweEIs. Einfache Induktion iiber den Aufbau von A. Der atomare Fall
ist durch die Monotonie-Bedingung fiir atomare Formeln gegeben. Fiir Kon-
junktionen und Disjunktionen folgt das Resultat unmittelbar aus der In-
duktionsannahme. Fiir Negationen und Implikationen machen wir ohne die
Induktionsannahme Gebrauch von der Transitivitat der Relation R. n

Den Beweis des Satzes 77 von links nach rechts, d.h. in der Richtigkeits-
richtung, fithrt man iiber eine Routine-Verifikation der Axiome und Regeln
von IL in Mod;(T).
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Fiir die Vollstandigkeitsrichtung bedienen wir uns wieder kanonischer Mo-
delle. Im Falle modaler Erweiterungen der klassischen Logik basieren diese
auf Formelmengen, die maximal und konsistent im Sinne der betrachte-
ten Logik sind. Das garantiert, daf3 diese Formelmenge sich wie Punkte in
einem Modell verhalten. Die Punkte in einem intuitionistischen Modell sind
jedoch nicht vollstdndig: Aus a & A folgt nicht, dal @ E —A. Da Maxi-
malitdt (zusammen mit Konsistenz) Vollstdndigkeit impliziert, so sollte das
kanonischen Modell fiir IL nicht aus maximalen Formelmengen bestehen.
Fiir den Vollstandigkeitsbeweis dienen vielmehr solche Formelmengen dem
Zweck, die prim, konsistent und deduktiv abgeschlossen (“pkd”) im Sinne
von IL sind.

DEFINITION 79. Eine Formelmenge X ist
prim gdw wenn AV B € X, dann A € X oder B € X
konsistent gdw L ¢ X;
deduktiv abgeschlossen (i.S.v. IL) gdw
wenn Aq,...,A, € X und Aq,..., A, F A€IL, dann A € X.
X ist genau dann pkd, wenn X alle drei Eigenschaften besitzt.

Im Anschlufl an den Beweis von Satz 77 werden wir zeigen, dafl IL, im
Gegensatz etwa zur klassischen Logik, selbst prim ist — die Disjunktions-
eigenschaft hat, wie man auch sagt.

Das folgende Lemma ist eine Adaptation des Lindenbaum-Lemmas.

LEMMA 80. Jede konsistente Menge lGfit sich zu einer pkd’en Menge
erwettern.

BEWwEIS. Wie im Beweis des Lindenbaum-Lemmas (siehe das Einleitungs-
kapitel) zdhlen wir alle Formeln ab (beginnend mit 1) und beginnen die
Konstruktion einer pkd’en Erweiterung einer konsistenten Menge X mit
Xy = X. Im weiteren verfahren wir nun so:

X, falls X,,, A, b L; anderenfalls:
X1 = X, U{A,,B}, falls A, =BV C,
X, U{A4,} anderenfalls.

SchlieBlich sei X* die Vereinigung aller X,,<¢. In der zweiten Zeile der Defi-
nition von X,, + 1 stellen wir sicher, dafl keine Disjunktion ohne eines ihrer
Disjunkte in die Konstruktion eintritt. Dafl dadurch nicht die Eigenschaft
der Konsistenz gefahrdet wird, die wir in der ersten Zeile gewéhrleisten
wollen, zeigt das folgende Argument. Unter der Annahme

(1) X,BVClL

nehmen wir ferner — fiir eine reductio — an, daf3
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(2) X,BvC,B}F L.
Da sowohl B + BV C also auch C' - BV C, so erhalten wir aus (2) durch
Schnitt

(3) X,BF Lund X,CF L.
Aus (3) folgt wiederum

(4) X,BVvCF L,
was unserer Annahme (1) widerspricht. Es 148t sich leicht zeigen, dafi X*
deduktiv abgeschlossen, konsistent und prim ist. .

Pkd’e Mengen haben Eigenschaften, die auf die intuitionistischen Inter-
pretationsbedingungen genau passen, wie das folgende Lemma zeigt.

LEMMA 81. FEs sei X eine pkd’e Menge. Dann gilt fiir alle Formeln A
und B:
1. ANBe X gdlwAe X und Be X;
2. AVB € X gdw A€ X oder Be X;
3. mAe X gdw A¢Y, fir alle pkd’en Erweiterungen Y von X;
4. A— B € X gdw fiir alle pkd’en Erweiterungen Y von X: wenn A €Y
dann B €Y.

BEWEIS. Ubung. .

DEFINITION 82. Das kanonische Modell fir IL,
(WIL RIL IIL)

besteht aus

WL der Familie aller pkd’en Mengen,
RIL — g7
ML ATM — {0,1} so, daB (Va € W) I'¥(P,a) =1 gdw P € a.

(Im folgenden lassen wir die Superskripte wieder weg.) Aus der Defini-
tion folgt recht unmittelbar, da§ das kanonische Modell zur Klasse Mod;(I)
gehort. Unter Riickgriff auf Lemma 81 148t sich nun leicht das folgende
Analogon zu Lemma 12 (dem “Hauptsatz”) beweisen:

LEMMA 83. Es sei (W, R, 1) das kanonische Modell fir IL. Es sei eine
Relation |= C S x FML so definiert:

alE A gdw A€ a.

Dann ist die Relation |= eine Erfillungsrelation im intuitionistischen Sinne.

Um schliefllich den Beweis von Satz 77 zu vervollstdndigen, nehmen wir
an, dafl A ¢ IL. Dann kénnen wir ausgehend von IL nach der adaptierten
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Lindenbaum-Methode eine pkd’e Erweiterung X konstruieren mit A ¢ X.
X ist somit ein Punkt im kanonischen Modell fiir IL, welcher A falsifiziert.
Also ist A nicht in Th;(I), d.h. IL ist vollstindig beziiglich der Klasse
intuitionistischer Modelle.

Fiir den Intuitionisten ist eine Disjunktion AV B im Rahmen einer Theo-
rie nur dann behauptbar, wenn eines der Disjunkte, A oder B, in dieser
Theorie behauptbar ist. Das sollte insbesondere auch der Fall sein, wenn
es sich um die Theorie logischer Wahrheit handelt. Es wiare merkwiirdig,
wenn Intuitionisten z.B. das Tertium Non Datur auf der Grundlage dieses
Verstandnisses der Disjunktion zurtickweisen wollten, fiir die intuitionisti-
sche Aussagenlogik aber disjunktive Theoreme zulassen miiiten, ohne das
eines der Disjunkte ein Theorem wére. Auf der Grundlage von Satz 77
konnen wir jetzt zeigen, dafl IL tatséchlich die gewiinschte Disjunktions-
eigenschaft hat.

Satz 84. IL ist prim: AV B € IL gdw A € IL oder B € IL.

BEwEIS. (LR): Angenommen A ¢ IL und B ¢ IL. (Wir zeigen, daf es
ein Modell M mit einem Punkt ¢ gibt so, daf ¢ £ AV B. Nach Satz 77 (LR)
folgt dann, dal AV B ¢ IL.) Unter der Annahme gibt es nach Satz 77 (RL)
Modelle M; = (W1, Ry, I1) und M; = (Wy, Ry, I1) mit jeweils Punkten a
und b so, dal My,a = A und Mo, b [~ B. Nun erzeugen wir zunéchst aus
a bzw. b die Teilmodelle M§ und M} fiir die natiirlich ebenfalls gilt

(%) 4 a = Aund M5 b~ B.

Sodann fiigen wir M? und M} zusammen und fiigen einen weiteren Punkt
¢ so hinzu:

M = (W, R, ) mit

W =Wruwdu{c},
R=RIURSU{(c,z): 2 € W},
I=TI¢Uls.

(Wiahrend M und My Modelle mit Wurzel a bzw. b sind, ist M nun ein
Modell mit Wurzel ¢ und Rea sowie Reb.) Da M{ und M2 aus M erzeugbare
Teilmodelle sind, so folgt aus (x), da M, a = A und M, b [~ B. Aber dann
(Monotonie!) auch M, c = A und M, c = B, d.h. M,cl= AV B. .

Johanssons Minimalkalkiil, JL. Heyting [133, p. 102] kommentiert das
Axiom

(110.) -A— (A— B)

SO:
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Axiom [I10] may not seem intuitively clear. As a matter of fact, it adds
to the precision of the definition of implication. You remember that
A — B can be asserted if and only if we possess a construction which,
joined to the construction of A, would prove B. Now suppose that
F —A, that is, we have deduced a contradiction from the supposition
that A were carried out. Then, in a sense, this can be considered as a
construction, which joined to a proof of A (which cannot exist) leads
to a proof of B. I shall interpret the implication in this wider sense.

A system of intuitionistic logic in which — is interpreted in the nar-
rower sense and in which, accordingly, [110] is rejected as an axiom, has
been developed by Johansson in his “minimal calculus”.

In einem Sinne also, ist das Minimalkalkiil JL (siehe [157]) die strengere
Umsetzung der intuitionistischen Kritik an der klassischen Auffassung der
Aussagenlogik.

Die Logik JL hat ferner den Vorzug, dafl sie inkonsistente Theorien nicht
vollig trivialisiert. Wenn es in einer Theorie eine Instanz fiir sowohl A als
auch fiir - A gibt, dann 148t sich nach Schema I10 (und zweimaligem Modus
Ponens) daraus jede beliebige Formel B ableiten. Das Minimalkalkiil JL
trivialisiert inkonsistente Theorien nicht. Eine Logik, die zwischen inkon-
sistenten und trivialen Theorien unterscheiden kann, nennt man parakon-
sistent. (Solche Logiken werden ausfiihrlich in Kapitel V behandelt.) Das
System JL ist also ein Beispiel einer parakonsistenten Logik — jedoch nur
dem Buchstaben nach. Denn obwohl das Schema 110 kein Theorem von JL
ist, konnen wir in JL das folgende Schema ableiten:

JOH. -A— (A— —-B).

Das bedeutet aber, dafl unter minimaler Konsequenz abgeschlossene inkon-
sistente Theorien “halbtrivial” sind: Sie enthalten von allen Formeln der
Sprache deren Negationen, d.h. die “negative Hélfte” der Formelmenge.
Dennoch: der positive Teil der Konsequenzenmenge einer inkonsistenten
Theorie ist nicht trivial. Dieser enthélt Informationen, die fiir manche
Zwecke niitzlich sein konnen.

Wir haben auf p. 176 beobachtet, da§ alle Punkte in intuitionistischen
Modellen konsistent sind. Das schlief3t aus, dafl in einem Modell Formeln
A und —A wahr werden. Das Schema —=A — (A — B) mu$ also unter der
Bedingung, daf es keine inkonsistenten Punkte gibt, auf triviale Weise giiltig
sein. Wenn wir die Moglichkeit solcher Punkte jedoch einrdumen, dann
konnen wir das Schema falsifizieren. Das ist die Grundidee der folgenden
Modellierung des Minimalkalkiils.
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Wir erweitern die bisher betrachteten Strukturen (W, R) um eine Funk-
tion *, welche W in eine Teilmenge von W abbildet. Die Rahmen sehen
jetzt so aus:

(W, *, R).

Die Idee ist es, dafl die Funktion * aus W eine Menge W* “normaler”
Punkte aussondert. Was das bedeutet, wird durch die Erfiilllungsbedingung
fiir negierte Formeln bestimmt: Fiir alle a € W,

(=) alE-AgdwVb:be W* & Rab = b [~ A.

Alle anderen Bedingungen, einschliefilich der Monotonie sowie der Reflexi-
vitdt und Transitivitdt, bleiben wie fiir intuitionistische Rahmen bzw. Mo-
delle. Insbesondere konnen wir auch fiir diese Modelle zeigen, dafl Mono-
tonie nicht nur Atome, sondern alle Formeln regiert (sieche das Monotonie-
Lemma 78). Aus Monotonie und der Reflexivitdt von R folgt unmittelbar
fir alle Formeln A,

wenn a € W* und a = -4, dann a = A.
Normalitéat impliziert also Konsistenz. Wenn a jedoch nicht in S* ist, dann

verbietet (—;) nicht, da8 wir sowohl a = —A als auch a |= A haben. Genau
an dieser Moglichkeit scheitert die Verifikation von 110 wie folgt:

(1) Rab Annahme

(2) bE-A Ann. (zz bl A — B)
(3) Rbc Ann.

4) cEA Ann. (zz ¢ = B)

(5) cE-A 2,3, Monotonie

(6) Ve:Rex &z eW* =z A 5

Wenn nun « = ¢ und ¢ ¢ W* mit ¢ = B, dann haben wir ein Muster fiir
ein Gegenbeispiel zu a = -A — (A — B). Nehmen wir aber an, daf} statt
¢ |E B zu zeigen ist, daf ¢ = —B, d.h.

Va : Rex & x € W* = x [~ B,

dann konnen wir so fortsetzen und die Giiltigkeit von JOH zeigen:

(7) Red Ann.

(6) deW* Ann. (zzd £ B)
(1) dEA 4,7, Monotonie
8) dEA 6,7
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Damit erreichen wir einen Widerspruch aus dem wir trivialerweise auf d [~ B
schlieen diirfen.

Der Nachweis, dal JL richtig und vollstdndig im Hinblick auf die gerade
beschriebene Klasse von minimallogischen Modellen ist, verlauft im wesent-
lichen wie fiir IL (Ubung!).

Subklassische Erweiterungen von IL. Der Minimalkalkiil JL ist eine
naheliegende Abschwéachung von IL, eine subintuitionistische Logik. In
mancherlei Hinsicht liegt er aber ebenso nahe, die intuitionistische Logik
etwas anzureichern, ohne dabei gleich wieder bei der klassischen Logik
anzukommen. Diesen Bereich zwischen intuitionistischer und klassischer
Logik nennt man den Bereich der intermedidren Logiken. Wir erwahnen
hier zwei prominente Schemata, welche zu subklassischen Erweiterungen
von IL fithren. Diese ergeben sich recht natiirlich aus der Betrachtung der
Modelle. Beide Erweiterungen bewahren iibrigens die Disjunktionseigen-
schaft der intuitionistischen Logik, d.h. die jeweiligen Theoremmengen sind
prim.

Die Dummett-Formel
DUM. (A= B)V (B — A)
korrespondiert mit der Bedingung der Rechts-Linearitat,
(R-Lin) wenn Rab und Rac, dann Rbc oder Rcb.

Die Bedingung fordert, dafl alle Punkte sich in Ketten einfiigen, schlief3t
aber nicht aus, dafl es mehrere solcher Ketten gibt; vgl. die Diskussion von
(R-Lin) im Rahmen der Zeitlogik. Um die Korrespondenz zu beweisen,
zeigen wir, 1. dal DUM nicht gilt, wenn ein Rahmen die Bedingung nicht
erfiillt und, umgekehrt, 2. daf§ die Bedingung hinreichend fiir die Giiltigkeit
von DUM ist.

Ad 1. Es seien in einem Rahmen die Punkte a, b, und c¢ derart, dafl Rab
und Rac, jedoch moégen b und ¢ unverbunden sein durch die Relation
R. (Alle Punkt sind reflexiv.) Wir betrachten eine Bewertung I mit
I(P,b) =1=1(Q,c) und I(Q,b) =0 = I(P,c) — in einem Bild:

/obP
\OCQ

aO
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Dann ist a = P — Q und a = Q — P, also a = DUM.

Ad 2.

(1) aA—B Ann.

(2) afFB— A Ann.

(3) Fb:Rabundbl=AundblEB 1

(4) Je:Racund c=Bundcfr A 2

(5) Rbc oder Reb 3,4, (R-Lin)

(6) Rbc 5: erster Fall

(7) bEA 4,6, Monotonie

(8) Widerspruch erster Fall, aus 3,7

(9) Reb 5: zweiter Fall
(10) c¥~ B 3,9, Monotonie
(11) Widerspruch zweiter Fall, aus 4,10
(12) Widerspruch aus den Ann. 1,2

Das Schwache Tertium Non Datur
STND. —AV-—A
korrespondiert mit der Bedingung der Konvergenz,
(Konv) wenn RRab und Rac, dann 3d : Rbd und Rcd.

Dafl Konvergenz notwendig ist fir die Giiltigkeit von STND erkennen wir,
wenn wir einen Rahmen betrachten, in dem a,b, ¢ nicht in einem Punkt
konvergieren. Dann kann —PV——P so am Punkte a falsch werden: I(P,b) =
1 und b £ —P. Letzteres ist der Fall, wenn P an einer Fortsetzung von
b wahr ist (zum Beispiel am Punkt b selbst — Reflexivitét!), ohne daf es
nun Fortsetzungen x von b oder ¢ gibt so, dafl die eine die andere sehen
kann. Das Diagramm fiir DUM illustriert die Situation, wenn wir uns die
Beschriftung @ am Punkt ¢ wegdenken. Es 148t sich leicht zeigen, dafl die
Existenz konvergierender Fortsetzungen « hinreichend fiir STND ist.

Wie stellen wir fest, da8 eine vorgeschlagene Erweiterung von IL in den
Bereich der intermedidren Logiken fallt und nicht etwa die klassische Lo-
gik KL produziert? Wir briuchten ein “Sieb”, das diejenigen Tautologien
aussondert, welche einerseits unabhangig von IL sind und andererseits IL
nicht nach KL umschlagen 148t. Dazu bedienen wir uns Matrizen, wie wir
sie schon benutzt haben, um die Unabhéngigkeit von Schemata im Hinblick
auf ein axiomatisches System zu beweisen — nur, dafl wir diese Matrizen nun
auf die gerade erwahnte starkere Eigenschaft testen miissen. Die folgenden
Matrizen gehen auf Jankov [154] zuriick:
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- A1 23 vi]123 - | 123
1] 3 1] 123 1| 111 1 | 123
2 | 3 2 | 2 2 3 2 | 1 2 2 | 11 3
3] 1 31333 3| 123 3] 111

Der designierte Wert ist 1. Eine Logik IL + A ist genau dann intermediir
(d.h. IL 4+ A # KL) wenn A eine Tautologie ist, die in den Matrizen giiltig
ist, d.h. bei jeder Bewertung der Teilformeln den designierten Wert 1 erhalt.
(DaB diese Matrizen dem Zweck dienen, mége der Leser an DUM und STND
iiberpriifen.)

I"Jbersetzung in S4. Es gibt keine Wahrheitsfunktionen, welche die intui-
tionistischen Junktoren —; und —; darstellen konnten. So gibt es auch keine
Ubersetzung * von einer intuitionistischen Sprache £; mit {=i,\,V,—;} in
eine klassische Sprache mit {—, A, V, =} so, dafl fiir jede Formel A der in-
tuitionistischen Sprache gilt, da} A € IL genau dann, wenn A* € KL.

Anders sieht die Sache jedoch aus, wenn wir in die modale Erweiterung
L" einer klassischen Sprache iibersetzen. In einer Notiz aus dem Jahre 1933
[112] bemerkt Godel:

Man kann den Heytingschen Aussagenkalkiil mittels der Begriffe des
gewohnlichen Aussagenkalkiils und des Begriffes “A ist beweisbar” (be-
zeichnet mit OA) interpretieren, wenn man fiir den letzteren das fol-
gende Axiomensystem [...] annimmt: [Es folgt eine Axiomatisierung
von S4].

Darauf gibt Godel eine Interpretation (Ubersetzung) an, beobachtet, daf} die
Ubersetzung jedes Theorems von IL ein Theorem von S4 ist, und vermutet,
daB das auch umgekehrt gilt. 37 Mehrere Ubersetzungen sind moglich. Aus
der Darstellung intuitionistischer Kripke-Modelle ergibt sich auf natiirliche
Weise die folgende Ubersetzung ¢t von £; nach £° (erstmals in McKinsey
und Tarski [211]):

P! =0P;
(mid)" = DA
Def. ¢ (AAB)' = A' A BY;
(Av B)! = A" v BY;
(A —; B)! = O(A" - BY).

37 Chagrov und Zakharyaschew [50, p. 57] berichten, daB der russische Logiker Orlov
schon 1928 eine Ubersetzung von IL nach S4 gefunden hat.
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SATZ 85. Eine Formel A aus L; ist genau dann ein Theorem von IL,
wenn At ein Theorem von S4 ist.

BEWEIS. Es sei M = (R,I) ein modales Modell auf einem reflexiv-
transitivem Rahmen R. Wir definieren ein Modell M; = (R, I;) mit

I;(P,a) =1 gdw M,a = OP.

Es ist klar, dal M; die Monotoniebedingung fiir atomare Formeln erfiillt.
Es sei nun =, die Erweiterung von I fiir alle Formeln in £° und F=; sei
die Erweiterung von I; fiir alle Formeln in £;. Insbesondere gilt so nach der
Definition von I;, daf3

a = P gdw a =, OP.
Beobachtung: Fir jede Formel in £; und alle Punkte a:
a i Agdw a =, A

Der Beweis verfahrt per Induktion {iber A. Die Basis — A ist ein Atom —
ist durch die Definition von I; gegeben. — Ad A = —;B:

al=; B gdw Vb: Rab = bl B (=)
gdw Vb : Rab = b }~,, B IA
gdw Vb : Rab = b |=,, ~B' (=)
gdw a = O-B* (0)

Die Fiille fiir —;, A und V sind &hnlich einfach.

Die Beobachtung gilt fiir beliebige Modellpaare (R, I) und (R, I;) auf be-
liebigen reflexiv-transitiven (S4-) Rahmen R. Wenn nun A ¢ IL, dann gibt
es einen Punkt a in einem Modell auf einem S4-Rahmen so, daf§ a p&; A.
Daraus folgt, dal a &, At, d.h. A € S4. Sei umgekehrt A® ¢ S4, dann gibt
es einen Punkt a in einem Modell M auf einem S4-Rahmen mit a F,, A.
Daraus folgt, daf} in dem intuitionistischen Modell M;,a t~; A, d.h. A € IL.

Glivenkos Theorem. Die Einbettung von IL in S4 erlaubt es, IL aus
klassischer Perspektive zu verstehen. Intuitionistisch giiltige Formeln er-
weisen sich — d.h. {bersetzt — als giiltige Formeln in einer modalen Er-
weiterung der klassischen Logik. Kann auch der Intuitionist auf dhnliche
Weise fiir sich iibersetzen, was der Klassiker unter einer logischen Wahrheit
versteht? Ja, sehr einfach: Sagt der Klassiker, A sei eine logische Wahrheit,
so versteht der Intuitionist, =—A sei logisch wahr. Das ist der Inhalt von
Glivenkos Theorem. Nach einem “traditionellen” Beweis aus der Axiomatik
legen wir einen weiteren Beweis vor, der von einigen modelltheoretischen
Mitteln Gebrauch macht, die wir in diesem Kapitel kennengelernt haben.
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SATZ 86. (Glivenko 1927) A € KL gdw ——A € IL.

ERSTER BEWEIS. Aus IL C KL und der klassischen DNB folgt sofort die
Implikation von rechts nach links. Wir wollen nun annehmen, IL sei durch
(I1-11) und MP axiomatisiert. Wir wissen, daf§ wir eine Axiomatisierung
von KL erhalten, wenn wir zu diesen Axiomen das Schema DNB, -—A — A,
hinzunehmen. Wir setzen hier zwei Theoreme von IL als gegeben voraus:

DNE. A— ——A
DNB/ —\—\(—\—\A — A)

Ferner ist -(-A — A) — (-—A — —A) € IL, weshalb insbesondere der
Schluf

—\—|A

MP'.

in IL zul&ssig ist. (Der Leser moge sich an Ableitungen versuchen oder nach
Satz 77 verfahren.)

Angenommen nun, A € KL. Dann gibt es eine Ableitung (in der gerade
genannten Axiomatisierung von KL)

A= (Ag,...,A,) mit A, = A.

Wenn in A keine Instanz von DNB vorkommt, dann ist A eine Ableitung
in IL von A und also — aufgrund von DNE und MP — auch eine von —=—A4,
ged.

Wenn DNB in A vorkommt, dann betrachten wir

A = (Ao, ..., Ay).

Vorkommen von ——B — B in A sind in A’ ersetzt durch Instanzen von
DNB’, welche als Pramissen fir MP’ dienen. Also ist A’ eine Ableitung in
IL von ——A, qed. .

ZWEITER BEWEIS. Zunachst wollen wir festhalten, daf§ IL, genau wie
S4, die endliche Rahmen- und Modelleigenschaft hat, d.h. (vgl. Definition
65) wenn eine Formel kein Theorem von IL ist, dann gibt es ein endliches
Kripke-Modell fiir IL, welches die Formel widerlegt.

Angenommen nun, A € KL und — reductio! — -—A ¢ IL. Dann gibt es
ein endliches Modell M mit einem Punkt a so, dal a £ -—A; d.h. 3b so,
daB Rab und b = —A. Es sei nun c ein terminaler Nachfolger von b unter
R (ein Punkt ohne R-Nachfolger im transitiven Abschlufl von R(b)). Nach
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dem Monotonie-Lemma folgt aus b = = A, dafl ¢ = - A und also (Rec!) (%)
¢~ A in M. Nun betrachten wir das aus ¢ erzeugte Teilmodell M®. Nach
dem Satz 32 iiber erzeugte Teilmodelle gilt () auch fiir M°. Da ¢ terminal
ist, enthdlt M® nur den einen Punkt ¢. Giiltigkeit in einpunktigen Kripke-
Modellen koinzidiert aber mit klassischer Giiltigkeit. Aus der Annahme
A € KL folgt so, daf ¢ = A in M — im Widerspruch zu (). .

Glivenkos Satz ist der Ausgangspunkt fiir eine Reihe von Beobachtungen
iiber das Verhéltnis von klassischer und intuitionistischer Logik.

KoRrROLLAR 87. —A € KL gdw —-A € IL

BeEwEels. (LR): Wenn —A € KL, dann (nach Glivenkos Satz) -——A €
IL. Aus der Beobachtung, dafl das Schema
TNB. ———A = —A

ein Theorem von IL ist, folgt, dal —A € IL. .

KOROLLAR 88. Fiir jede Formel, in der nur = und N\ vorkommt: A €
KL gdw A € IL.

BEWEIS. (LR): Jede Formel A in {—, A} ist von der Form
Ao/\"'/\An (OSTL),

wobei jedes der 4; (0 < i < n) entweder ein Atom oder eine Negation —B
ist. Angenommen nun, A € KL. Dann sind alle A; € KL, wobei A; kein
Atom sein kann. Also ist jedes A; von der Form —B. Es folgt aus dem
vorigen Korollar, dal jedes A; € IL. Da die Menge der Theoreme von IL
unter Konjunktion abgeschlossen ist, so ist auch A € IL. .

_KoroLLAR 89. A € KL gdw A® € IL, wobei s : L — L; die folgende
Ubersetzung ist:

ps="P
( 6:“AS
Def. s (AAB)* = A® A B

A)
)
(AV B)* = ~(~A° A —B")
(A — B)* = —(A® A -B°)

BEWEIS. Die Ubersetzung iiberfithrt Formeln in £ in das {—, A}-Frag-
ment der intuitionistischen Sprache £;. Nach dem vorigen Korollar ist eine
Formel in diesem Fragment genau dann ein IL-Theorem, wenn sie ein KL-
Theorem ist. u
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Einerseits entsteht die klassische Logik aus der intuitionistischen Logik in-
dem wir zu den Heyting-Axiomen beispielsweise das Schema DNB oder das
Peirce-Schema hinzufiigen. In diesem Sinne ist intuitionistische Logik ein
echter Teil der klassischen Logik. Andererseits ermdglicht das Korollar aber
auch, KL als Teil von IL zu betrachten, namlich als das Fragment von
IL in einer Sprache, die sich auf die Junktoren — und A beschrankt. Die
Klassische Logik ware demnach nichts anderes als die intuitionistische Logik
einer kleineren Sprache; vgl. dazu unsere Anmerkung auf p.177. Richtig
verstanden, d.h. iibersetzt, meint der klassische Logiker mit -—=A — A
nichts anderes als ~(—=—A A —A). Das ist eine Instanz des Prinzips vom aus-
geschlossenen Widerspruch — nichts also, was der Intuitionist zuriickweisen
mochte. Der vordergriindige Disput {iber das richtige Verstandnis der Junk-
toren wird so sytematisch ausgeraumt. Das Korollar prasentiert die in-
tuitionistische Position als Resultat eines Sprachwechsels — genauer, einer
Spracherweiterung. Ganz im Sinne von Quine [236]: “Change of logic,
change of subject.”

15. Funktionale und Umgebungsrahmen

In diesem abschliefenden Abschnitt betrachten wir sehr kurz einige mehr
oder weniger naheliegende Variationen und Alternativen zur Modellierung
modaler Operatoren in Kripke-Rahmen.

Funktionale Kripke-Rahmen. Was geschieht, wenn die Relation R in
einem Rahmen (W, R) funktional ist, also die Bedingung
(Fun) Rab & Rac = b=c

fir alle Punkte erfiillt ist? Wir fragen hier nach funktionalen Kripke-
Rahmen, d.h. wenn wir Rab ersetzen durch die Notation f(a) = b, dann
betrachten wir nun Rahmen des Typs

(W, f) mit f: W — W
und der Modellbedingung

(ayf) al=0Agdw f(a) e W = f(a) = A

Zunachst fallt auf, dal O nicht mehr als Allquantor interpretiert wird, son-
dern als eine Indexverlagerung: OA am Index a fordert dazu auf, A am
Index f(a) zu betrachten, falls dieser in W existiert, d.h. falls f fir a de-
finiert ist. Da alle Indizes negationsvollstédndig sind, so ist nun OA vV O-A
wahr an allen Punkten, fiir die f definiert ist; an allen anderen Punkten gilt
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das Schema auf triviale Weise. Aquivalent ausgedriickt, impliziert in diesen
Rahmen Moglichkeit Notwendigkeit:

De. CA — OA.

Der vollstdndige Kollaps der Modalitéten wird erreicht, wenn (Fun) mit
der Bedingung der Erweiterbarkeit (Erw) kombiniert wird: VYa3bRab. Das
ist die Annahme, daf fiir jeden Punkt a, f(a) in W ist, weshalb wir zur
einfacheren Modellbedingung

(©f) o - OA gdw f(a) | A
iibergehen konnen. Nun gilt auch die Umkehrung von D€, d.h. wir haben
D! CA + OA.

Wir haben oben schon bewiesen, dafl die Klasse der Kripke-Rahmen, in
denen R erweiterbar — bzw. f total — ist, die Logik KD festlegt. Da die
Funktionalitdt (FUN) von R und das Schema D¢ ein korrespondierendes
Paar bilden, so ergibt sich KD! als die minimale Logik funktionaler Kripke-
Rahmen (W, f), in denen f {iberall definiert ist.

Transformationsrahmen.  Die Notwendigkeit einer Aussage konnten
wir auch so erkléren: Gleichgiiltig, was an unserer Welt verédndert werden
mag, die Aussage bleibt wahr. Die Verdnderung einer Welt stellen wir durch
eine Funktion f : W — W dar. Solche Funktionen sammeln wir in einer
Menge F. Die gerade gegebene Erklarung quantifiziert nicht unmittelbar
iiber eine Menge W von Welten, sondern iiber eine (nichtleere) Menge F'
von Verdanderungsfunktionen:

(OF) aEOAgdwVfeF: f(a) | A
Unter der gewohnlichen Definition & = —~O- erhalten wir ferner
(OF) aECAgdw3f e F: f(a) E A

Wir nehmen hier an, dafl alle Veranderungsfunktionen fiir alle Punkte in W
definiert sind. Das entspricht der Bedingung der Erweiterbarkeit der Rela-
tion R. So ist einerseits die Giiltigkeit von D, A — O A, wie im Falle der
funktionalen Kripke-Rahmen garantiert. Andererseits zeigen die Klauseln
fiir O und < diese Operatoren wieder als distinkte Quantoren, was den trivi-
alisierenden Kollaps D€ verhindert. Die Klasse aller Transformationsrahmen
(W, F) stellt sich tatséichlich als eine alternative Modellierung des Basissys-
tems deontischer Logik, KD, dar. Transformationsrahmen wurden erstmals
von van Fraassen [78] und Garson [104] vorgestellt; eine ausfiihrliche Diskus-
sion findet sich in [28] und [144, §2.10] .
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Umgebungsrahmen. In funktionalen Kripke-Rahmen betrachten wir

Funktionen
W — W,

in allgemeinen Kripke-Rahmen solche des Typs
W — p(W).
Die néchste Sprosse auf dieser Leiter sind Rahmen mit Funktionen

Eine solche Progression von Funktionstypen ist natiirlich v6llig nichtssagend,
ohne eine Erklarung, wie auch dieser letzte Schritt fiir die Interpretation
modaler Formeln genutzt werden kann. Dazu erinnern wir an eine niitzliche
Terminologie: Eine Proposition ist eine Menge von Punkten. Jeder Formel
A entspricht in einem gegeben Modell eine Proposition [A] = {a € W : a E
A}. Wann sollten wir sagen, daf} ein Punkt a zur Proposition [OA] gehort?
Eine sicher richtige Antwort ist diese:

a € [0A] gdw [A] zu den Propositionen gehort, die am Punkt a not-
wendig sind.

Diese Antwort konnen wir modellieren, indem wir uns jeden Punkt a €
W umgeben denken von Propositionen, die am Punkt a notwendig sind.
Eine solche Umgebung N(a) notwendiger Propositionen ist eine Menge in
P(®(W)). So wird aus der sicher richtigen Antwort diese Modellbedingung

(ON) a |=OA gdw [A] € N(a)

fiir sogenannte Umgebungsrahmen — auch Nachbarschaftsrahmen genannt —
(W,N) mit N : W — ©(9(W)). Aus der Definition & = —0- ergibt sich

(ON) al=CA gdw W\ [A] ¢ N(a).

Umgebungsrahmen gehen auf Dana Scott und Richard Montague zurtick.
Eine erste systematische Untersuchung solcher Rahmen ist Segerbergs Mono-
graphie [260]; eine neuere Behandlung ist [218]. Mit Umgebungsrahmen
wird die Modellierungsschwelle von Kripke-Rahmen deutlich unterschrit-
ten. Damit ist gemeint, dafl es Klassen von Umgebungsrahmen gibt, deren
Theorien jeweils Logiken sind, die schwicher sind als die kleinste normale
Modallogik K.

Betrachten wir die fiir K charakteristische Regel

AiA---ANA, > B

K. >
R OALA---ADA, — OB (n>0)

und ihre Félle RN (n =0), RM (n =1) und RC (n = 2).
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BEOBACHTUNG 90. Keine der Regeln RN, RM und RC ist giiltig in der
Klasse U aller Umgebungsrahmen.

BEWEIS. Ad RC: In einem Gegenmodell gilt (nach atomaren Einsetzun-
gen fiir A;, Ay und B) [A1] N [Az2] C [B] und es gibt einen Punkt @ mit
(a) [A1] und [A2] in N(a), wéhrend [B] ¢ N(a).

Beispiel: W:{alaa@ab}a N(al):{{alab}v{a2ab}}; [[Al]]:{alab}a
[As]={as, 0}, [B]={b}.
Rahmen, die unter (endlichen) Schnitten und unter Obermengen abgeschlos-
sen sind, lassen ein solches Gegenmodell nicht zu.

Ad RM: In einem Gegenmodell gilt [A] C [B] und es gibt einen Punkt a

mit [A] € N(a), wihrend [B] ¢ N(a).
Beispiel: W={a,b}, N(a)={{a}}; [A]={a}, [B]={a.b}.
In Rahmen, die unter Obermengen abgeschlossen sind, ist ein solches Gegen-
modell nicht maoglich.

Ad RN: Jeder Rahmen mit einem Punkt a so, dal W ¢ N(a) erzeugt
Gegenmodelle. .

Wo liegt nun die unterste Schwelle der Modellierung, d.h. welche Logik
ist die Theorie der Klasse U aller Umgebungsrahmen? Das ist die Logik E,
bestehend aus allen Tautologien, sowie den Regeln MP und

A+~ B

E. _
R 0A «+ OB

Einen Beweis, da§ E = Th(U), enthalt [260] und das zugénglichere Buch
[53]. Modallogiken, die unter RE abgeschlossen sind, heiflen kongruent oder
klassisch (wie in Chellas [53]).

Ersichtlich ist die Wahrheitsbedingung fiir OA in Umgebungsmodellen
nun sehr nahe an der Formel selbst: a = OA wird “iibersetzt” zu [A] €
N(a) und umgekehrt. Das macht auch die korrespondierende Paarung von
Schemata und Rahmenbedingungen geradezu trivial. So korrespondiert zum
Beispiel das Schema

R. ODAANOB <+ O(AAB)

zur Bedingung

(reg) X eN(@) und Y € N(a) gdw X NY € N(a),
und das zur RN-Regel dquivalente Schema

N. aT
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entspricht — wie im Beweis der letzten Beobachtung zu sehen war — der
Bedingung

(nec) W e N(a).

Wir wissen, daf} E zusammen mit R und N eine Axiomatisierung von K
darstellt. Also ...

.. ist K die Theorie der Umgebungsrahmen, die unter den Bedingungen

(reg) und (nec) stehen.

Nun haben wir zwei Modellierungen von K: die eine mit Kripke-Rahmen,
die andere mit Umgebungsrahmen. In welcher Beziehung stehen diese bei-
den Arten von Rahmen zueinander? Wir werden zeigen, dal man Kripke-
Rahmen als eine bestimmte, “normale” Art von Umgebungsrahmen auf-
fassen kann, und umgekehrt.

Eine Umgebung N(a) (a € W) wollen wir normal nennen, 38 wenn

(norm) X € N(a) gdw ﬂN(a) CX.
Normale Umgebungsrahmen sind solche, in denen alle Punktumgebungen
normal sind.

SATZ 91. Zu jedem Kripke-Rahmen gibt es einen punktweise dquivalenten
normalen Umgebungsrahmen; zu jedem normalen Umgebungsrahmen gibt es
einen punktweise aquivalenten Kripke-Rahmen.

BEWEIS. Sei (W, R) ein Kripke-Rahmen. Wir definieren (fiir alle a €
W, X CW):
(%) X € N%(a) gdw R(a) C X.
Dann ist (1 N*(a) = R(a) und also ist Nf(a) normal, fiir jeden Punkt a in
W, d.h., (W, N) ist ein normaler Umgebungsrahmen. Wir zeigen nun, daf
fiir jede Interpretation I, (W, R,I) und (W, N® I) punktweise dquivalent
sind, d.h. fiir alle Formeln A,
al=Ain (W,R,I) gdw a = Ain (W,NE TI).
Der einzige interessante Fall in der Induktion ist A = OB:
a=0Bin (W,R,I) gdw Vb: Rab = b= B
gdw R(a) C [B]
gdw [B] € N%(a) Def. (x)
gdw a = OB in (W, N%, 1)

38 Engl. augmented.
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Fir die Umkehrung sei (W, N) ein normaler Umgebungsrahmen. Wir
definieren

@) RNab gdw b € ﬂN(a),

d.h. RN (a) = (N N(a). Dann gilt fiir alle Formeln A unter einer beliebigen
Interpretation I,

al= Ain (W,N,I) gdw a = A in (W, RN, T).
Hier wieder der Fall A = 0OB:

al=0Bin (W,N,I) gdw [B] € N(a)
gdw ﬂN(a) C [B] (norm)

gdw RN (a) C [B] Def. (1)
gdw Vb : RNab = b= B in (W, R, 1)

KOROLLAR 92. K = Th(Norm(U)).

BEWEIS. Fiir die C-Richtung geniigt es, sich von der Giiltigkeit aller
Axiome und Regeln von K in normalen Umgebungsmodellen zu iiberzeugen.
Dazu gehen wir hier von folgender Axiomatisierung aus: Die Menge der Tau-
tologien in der modalen Sprache, vermehrt um die Schemata R und N, und
abgeschlossen unter den Regeln RE und MP. Die Regeln sind schnell veri-
fiziert. Die Schemata R und N korrespondieren jeweils zu (reg) und (nec).
Es geniigt also zu zeigen, daf} die fiir normale Umgebungen charakteristische
Bedingung (norm) diese beiden Bedingungen impliziert, was trivial ist.

Fir die umgekehrte Richtung nehmen wir an, dafl A ¢ K. Dann gibt es
ein A-falsifizierendes Kripke Modell M. Nach dem gerade bewiesenen Satz
gibt es ein zu M punktweise dquivalentes (und normales) Umgebungsmo-
dell; also A ¢ Th(Norm(U)). ]

Die Bedingungen (nec), (reg) und (norm) fir Umgebungsrahmen lassen
sich in Beziehung setzen zum Begriff eines Mengenfilters. Ein Filter iiber
einer Menge W ist eine nichtleere Menge F' C (W) so, daf§

(F1) X,YeF = XNY €F,
(F2) XeFumdXCY =YeF

Die Bedingung (F1) ist nichts anderes als die = -Richtung von (reg). Die
andere Richtung ist dquivalent zu (F2). (Denn, angenommen X NY € F.
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Dann X € F nach (F2), da X NY C X. Umgekehrt nehmen wir an,
X eFund X CY. Dann X = X NY und also Y € F nach (reg<=).)
Schlieflich folgt (nec) unmittelbar aus (F2). Mit anderen Worten, eine
Umgebung N (a) steht genau dann unter den Bedingungen (nec) und (reg),
wenn N(a) ein Filter ist. Da K = E+N+R und (N,nec) sowie (R,reg)
jeweils korrespondierende Paare sind, so haben wir — wie auf p. 195 schon
in anderen Worten erwahnt — neben Korollar 92 ein weiteres Richtigkeits-
und Vollstandigkeitsresultat fir K:

K ist die Theorie der Klasse der Umgebungsrahmen, in denen alle Umge-
bungen Filter sind.

Man beachte, daff diese Klasse nicht mit Norm(U) koinzidiert. Von nor-
malen Umgebungen haben wir im Beweis des letzten Korollars gesehen,
daf sie die Bedingungen (nec) und (reg) erfiillen; also sind normale Umge-
bungen Filter. Aber nicht jeder Filter N(a) ist eine normale Umgebung.
Letztere sind dadurch ausgezeichnet, dafi sie ihren Kern (] N(a) enthalten —
oder, dquivalent (gegeben F2): sie sind unter beliebigen, statt nur endlichen
Schnitten abgeschlossen.

Wir haben oben beobachtet, dal fiir Umgebungsrahmen die korrespon-
dierende Paarung von Formelschemata und Rahmenbedingungen besonders
einfach ist. Das legt den Gedanken nahe, dafl auf der Basis der Richtigkeit
und Vollstandigkeit des Systems E entsprechende Resultate fiir jede schema-
tische Erweiterung von E auf nahezu triviale Weise garantiert sind. Das ist
jedoch keineswegs so. Die Logiken von Thomason [280] und Fine [75], die
beziiglich Kripke-Rahmen unvollstédndig sind, sind es ebenfalls in Bezug
auf Umgebungssrahmen (Gerson [107]). Shehtman [264] gibt ein weiteres
Beispiel einer klassischen Modallogik, die nicht die Theorie einer Klasse von
Umgebungsrahmen ist; siehe auch [265].






IV.

KONDITIONALE

1. Verschiedene Arten von “Wenn ..., dann ...”

Konditionalsatze, kurz Konditionale, sind Satze der Form
(1) Wenn A, dann B.

Den Wenn-Teil des Satzes nennen wir das Antezedens, den Dann-Teil das
Konsequens des Konditionals. Konditionale konnen grammatisch in einem
indikativischen (“realis”) oder einem konjunktivischen ( “irrealis”, engl. sub-
junctive) Modus stehen:

(Ind) Realis: Wenn A der Fall ist, dann ist B der Fall.
(Konj) Irrealis: Wenn A der Fall wire, dann wére B der Fall.

Dafl der grammatische Unterschied zugleich einen semantischen markiert,
sieht man sehr schnell an Paaren wie den folgenden:

(2) Wenn die Suppe versalzen ist, dann habe ich es nicht bemerkt.
3) Wenn die Suppe versalzen wéare, dann wiirde ich es nicht bemerken.

)
(3)
(4) Wenn er ihr bescheid gesagt hat, dann hat sie es nicht gehort.
(5) Wenn er ihr bescheid gesagt hitte, dann wiirde sie es nicht gehort
haben.

(6) Wenn Aigner nicht das Tor geschossen hat, dann war es Meier.
(7) Wenn Aigner nicht das Tor geschossen hétte, dann wére es Meier
gewesen.

Die beiden Satze eines Paares unterscheiden sich nur im Modus. Zu jedem
Paar 148t sich miihelos eine passende Geschichte — ein Kontext — denken,
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so dafl der erste Satz wahr und der zweite Satz falsch ist. (Man stelle sich
vor, die Suppe sei nicht versalzen, oder ich habe nichts bemerkt; oder er
habe nicht Bescheid gegeben, oder sie habe nichts gehort; oder einer von
beiden habe ein Tor geschossen.) Also haben Konditionale im Indikativ im
allgemeinen andere Wahrheitsbedingungen als Konditionale im Konjunktiv.

Fiir die Wahrheitsbedingung eines indikativischen Konditionals (Ind) ha-
ben wir eine einfache Kandidatin: “Wenn A, dann B” ist genau dann wahr,
wenn die materiale Implikation, A — B wahr ist, d.h. wenn A falsch oder B
wahr ist. Diese Position ist nicht unmittelbar iiberzeugend. Ist zum Beispiel
der Satz (6) schon allein deshalb wahr, weil Aigner ein Tor geschossen hat?
Offensichtlich miissen wir mehr sagen, um die Identifizierung des mate-
rialen mit dem indikativischen Konditional auch nur anndhernd plausibel
zu machen. So miissen wir insbesondere erklaren, warum die sogenannten
Paradoxien der materialen Implikation der Identifizierung nicht im Wege
stehen — d.h. eine Theorie anbieten, die erklart warum wir uns irren, wenn
wir dies glauben, und moglichst auch, warum dieser Irrtum so naheliegend
ist. Auf eine solche Irrtumstheorie werden wir zuriickkommen.

Der Vorschlag, das konjunktivische mit dem materialen Konditional zu
identifizieren, ist sicher aussichtslos. Das materiale Konditional wird nur
unter einer Bedingung falsch: Wenn das Antezedens wahr und das Kon-
sequens falsch ist. Betrachten wir jedoch die Sétze (3), (5) und (7) im
Kontext der Geschichten, die wir uns soeben dazu gedacht haben, dann
haben wir diese aus einem anderen Grunde fiir falsch befunden, als daf} es
sich tatséchlich so verhielte, dafl das Antezedens wahr und das Konsequens
falsch wére. Ob (3) falsch ist, hangt nicht davon ab, ob die Suppe versalzen
15t.

Es gibt einen weiteren Grund, warum Konditionale der Form (Konj) im
allgemeinen keine materialen Implikationen sein kénnen. Letzere sind schon
dann wahr, wenn das Antezedens falsch ist. Konditionale im Irrealis werden
aber typischerweise gerade dann gebraucht, wenn der Sprecher davon aus-
geht, dafl das Antezedens tatséchlich falsch ist. Wéren diese Konditionale
im materialen Sinne zu verstehen, dann waren sie unterschiedslos wahr.
D.h. konjunktivische Konditionale konnten im typischen Fall keine Infor-
mationen vermitteln. Wenn die Suppe nicht versalzen ist, dann wére unter
der Annahme, dafl konjunktivische Konditionale materiale Implikationen
wiedergeben,

(8) Wenn die Suppe versalzen wére, dann wiirde ich es nicht bemerken
genauso wahr wie

(9) Wenn die Suppe versalzen wére, dann wiirde ich es bemerken.
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Aber im gedachten Kontext sehen wir die Sache sicher anders: (8) ist falsch
und (9) ist wahr.

Jacksons Tatéchlichkeitsargument. Wenn konjunktivische Kondi-
tionale keine materialen sind, was fiir Konditionale sind es dann? Betrach-
ten wir das folgende Paar:

(10) Wenn Peter zwei Meter grofi wire, dann wére er grofer als er es
tatsachlich ist;

(11) “Wenn Peter zwei Meter grof ist, dann ist er groer als er es tatsich-
lich ist.

Im Gegensatz zum ersten, konjunktivischen Konditional, ist das zweite, im
Indikativ irgendwie verungliickt. (Wir deuten das hier und im folgenden
durch ein hochgestelltes Fragezeichen an.) Das Ungliick ist kein gramma-
tisches, denn (11) ist syntaktisch richtig gebildet. Der Satz (11) ist in einer
Weise fehlerhaft, die jedem Sprecher gleich aufféllt — auch wenn dieser nicht
sogleich sagen kann, welche Regel hier verletzt ist.

Ganz allgemein ist es so, daf bei allen Paaren der Form

(12) Wenn ... der Fall wére, dann wére einiges anders als es (tatséchlich)
ist.
(13) “Wenn ... der Fall ist, dann ist einiges anders als es (tatsichlich) ist.

das erste, konjunktivische Konditional sinnvoll gebraucht werden kann, wah-
rend man sich fiir das zweite, indikativische Konditional keinen sinnvollen
Gebrauch vorstellen kann. Woran liegt das? Nehmen wir einmal an, Peter
behauptet:

(14) Ich reiche nicht an die Lampe heran.
Wenn Peter jetzt weiter behauptet:

(15) Wenn ich grofler als 2 Meter wire, dann wiirde ich an die Lampe
heranreichen,

dann behauptet er mit (15) auch

(16) Wenn ich groBer als 2 Meter wére, dann wére einiges anders als es
(tatséchlich) ist.

Wenn Peter jedoch nach (14) behauptet:
(17) Wenn ich grofer als 2 Meter bin, dann reiche ich an die Lampe heran,
dann will er damit sicher nicht auch sagen:

(18) “Wenn ich gréBer als 2 Meter bin, dann ist einiges anders als es
(tatsdchlich) ist.
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Der letzte Satz ist allenfalls eine merkwiirdige Weise, die Falschheit des
Antezedens auszudriicken. Das tut (im typischen Fall) auch (16) — aber eben
auf eine Weise, die iiberhaupt nicht merkwiirdig ist. Das Antezedens im
Konjunktiv [4dt zur Betrachtung moglicher Welten ein, in denen die Dinge
anders sein konnen als sie es tatsdchlich, d.h. in der aktualen Welt, sind. In
einer solchen kontrafaktischen Welt ist es wahr, dafl in ihr einiges anders ist,
als in der Welt, auf die das “tatséchlich” verweist. Wiirde das Antezedens im
Indikativ ebenfalls zur Betrachtung moglicher Welten einladen, dann miifite
es im Prinzip ebenfalls moglich sein, mit dem Konsequens etwas Wahres zu
sagen, namlich dafl einiges anders ist, als es ist. Aber das Konsequens
von (18) kann nicht wahr sein: Nichts ist anders, als es ist. Also 14dt das
Antezedens eines indikativischen Konditionals nicht zur Betrachtung blof3
moglicher Welten ein.

In Satzen nach dem Muster (12) verweist das “tatsachlich” im Konsequens
zuriick auf die aktuale Welt, nachdem durch das Antezedens mogliche Wel-
ten in den Focus geraten sind. Humberstone [143, pp. 930f.] weist darauf
hin, dafl das “tatséchlich” diese Rolle auch im Antezedens spielen kann:

(19) Wenn Peter groflier wiire, als er es (tatsichlich) ist, dann wiirde er an
die Lampe heranreichen;

(20) “Wenn Peter grofler ist, als er es (tatsdichlich) ist, dann reicht er an
die Lampe heran.

Wieder hat das Antezedens des indikativischen Gegenstiicks (20) zu (19)
keine Chance wahr zu sein. Die naheliegende Erklarung ist: Dem konjunk-
tivischen Konditional (19) gelingt es im Antezedens alternative Moglich-
keiten ins Auge zu fassen, welche dann im Hinblick auf das Konsequens
untersucht werden sollen. Dem Konditional (20) im Indikativ gelingt das
nicht; hier wird die aktuale Welt gar nicht verlassen. Die indikativische
Konstruktion ist nicht dazu geeignet, alternative Moglichkeiten ins Spiel zu
bringen.

Jackson [147, p. 129] fafit das so zusammen: Konjunktivische Kondi-
tionale sind mogliche Welten-Konditionale, indikativische sind es nicht. Der
erste Teil dieser These findet bei Philosophen weitgehend Zustimmung. Der
zweite Teil ist umstritten. Wir werden spéter (im Abschnitt {iber indika-
tivische Konditionale) auf Jacksons Tatséchlichkeitsargument zuriickkom-
men.

Konjunktiv und irrealis. Die Unterscheidung zwischen Konditionalen
im Indikativ und solchen im Konjunktiv ist eine grammatische Unterschei-
dung, welche — so haben wir gesehen — einen wichtigen semantischen Un-
terschied markiert. Viele Autoren in der Tradition der Philosophischen
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Logik ziehen es vor, die indikativischen Konditionalsatze den kontrafaktisch-
en gegeniiberzustellen. Grob gesagt, sind die konjunktivischen Kondition-
alsdtze diejenigen, in denen das Antezedens typischerweise kontrafaktisch
(“irreal”) zu verstehen ist. Auf den ersten Blick ist das eine merkwiirdige
Kontrastierung, denn “indikativisch” bezeichnet eine syntaktische Eigen-
schaft, wahrend “kontrafaktisch” eine semantische Eigenschaft bezeichnet.
Es ist nun einerseits tatsdchlich so, wie wir gerade gesehen haben, dafl
ein Sprecher einem Horer ein kontrafaktisches Antezedens nur mit einem
konjunktivischen, nicht mit einem indikativischen Konditional vor Augen
stellen kann. Andererseits gilt aber nicht umgekehrt, dafi jeder gute Ge-
brauch eines konjunktivischen Konditionals die Falschheit des Antezedenz
unterstellt. Man betrachte:

(21) Wenn Peter die Pizza holen wiirde, dann hétte Ulla Zeit zum Baden;
(22) Wenn Peter sich entschuldigen wiirde, dann wiirde Ulla ihm sicher
verzeihen.

Kein Sprecher mufl diese Sétze zuriickziehen, wenn Peter tatséchlich eine
Pizza holt bzw. sich entschuldigt. Das Tempus scheint hier eine Rolle zu
spielen, denn Auflerungen der in die Vergangenheit transponierten Sétze

(23) Wenn Peter die Pizza geholt hiitte, dann hétte Ulla Zeit zum Baden
gehabt;

(24) Wenn Peter sich entschuldigt hétte, dann wiirde Ulla ihm sicher
verziehen haben,

geben wohl typischerweise zu verstehen, dafl Peter keine Pizza geholt bzw.
sich nicht entschuldigt hat.

Die syntaktische Markierung semantischer Unterscheidungen ist offen-
bar auch im bereits eingeschrankten Bereich der konjunktivischen Kon-
ditionalsiitze eine recht komplexe Angelegenheit. Wir werden hier keine
befriedigende Klarung dieser Frage herbeifithren konnen. Wir werden ein-
fach diejenigen konjunktivischen Konditionale, deren Antezedens in typi-
schen Kontexten zur Betrachtung kontrafaktischer Méglichkeiten auffordert,
“kontrafaktische Konditionale” nennen. Fiir diese Konditionale werden wir
eine semantische Theorie angeben. Damit mag es zwar fiir manche Sétze
offenbleiben, ob sie in den Anwendungsbereich der Theorie fallen. Aber
welche konjunktivischen Formen in typischen Kontexten paradigmatische
Félle kontrafaktischer Konditionale sind, diirfte hinreichend deutlich sein. !

1 Das Reich der Konditionalsétze ist von schwer zu ordnender Vielfalt. Hier sind einige
weitere Konditionale:

Selbst wenn er es getan hétte, so konnte er nicht belangt werden.
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2. Strikte Konditionale

Ein Satz wie
(25) Wenn Peter eingeladen wire, wiirde er jetzt hier sein
ist von der Form
Wenn A der Fall wire, dann wiirde B der Fall sein.

Solche Séatze, d.h. kontrafaktische Konditionale, wollen wir kurz so notie-
ren: 2

A3 B.

Wir wissen, daf§ es fiir die Beurteilung von A J B nicht ausreicht, die
Wahrheitswerte von A und B in der aktualen Welt zu betrachten. An-
dere mogliche Welten miissen ebenfalls in den Blick genommen werden.
Angenommen (25) ist wahr. Dann ist es sicher nicht logisch zwingend, daf
Peter in jeder Welt, in der er eingeladen ist, der Einladung auch folgt. Das
Konditional (25) fordert nicht, daf es keine logische Mdglichkeit gibt, in
der A wahr und B falsch ist. Aber, so konnte man vorschlagen, das Kon-
ditional behauptet, daf es in einem eingeschrankten Sinn von Méglichkeit,
keine Moglichkeit gibt, dal A wahr und B falsch ist: In allen als naheliegend
zu betrachtenden (“plausiblen”) Méglichkeiten ist A A =B nicht der Fall.
Wenn wir eine Relation R zwischen jeweils zwei Welten so interpretieren:

Rab gdw b, von a aus betrachtet, eine naheliegende Moglichkeit ist,

dann konnen wir die soeben vorgeschlagene schematische Wahrheitsbedin-
gung fiir A 3 B so festhalten:

(26) a = A3 B gdw Vb: wenn Rab und b = A, dann b = B.

(Hier deutet = die Wahrmacherrelation in Modellen an: Fiir a = A lies “A
ist in der Welt a wahr.”).

Nun ist die rechte Seite von (26) nichts anderes als die Wahrheitsbedin-
gung fiir die materiale Implikation im Skopus eines Notwendigkeitsopera-
tors, welchen wir hier versuchsweise als Plausibilitatsoperator interpretieren
wollen:

Selbst wenn er es getan hat, so kann er nicht belangt werden.
Kekse sind auf dem Tisch, wenn Du welche mochtest.
Wenn Peter Klassensprecher wird, dann wird Claudia Papst.

Wir werden uns hier mit solchen Konditionalen nicht beschéftigen und verweisen auf die
einschlégige Literatur, z.B. [25] und [143].

2 Diese Notation geht auf Segerberg zuriick. Andere Autoren benutzen das von Lewis
[182] eingefithrte Symbol O—.



2. STRIKTE KONDITIONALE 205

a = 0(A — B) gdw Vb: wenn Rab dann b = A — B.

Die materiale Implikation im Skopus eines solchen Operators nennt man
auch strikte Implikation (nach C.I. Lewis). Diese konnen wir durch eine
neue, definierte zweistellige Verkntipfung wiedergeben:

A —» B:=0(A — B).

Der hier betrachtete Vorschlag lautet also: Das kontrafaktische Konditional
2 hat die Wahrheitsbedingung der strikten Implikation —», wobei wir die
Zugangsrelation in der oben angedeuteten Weise interpretieren wollen. In
der Frithzeit der Behandlung kontrafaktischer Konditionalsétze wurde dieser
Vorschlag gelegentlich auf die eine oder andere Weise gemacht. Es 143t
sich recht schnell zeigen, dafl dies ein falscher Weg ist. Wir nutzen die
Gelegenheit, um ein wenig die logische Struktur strikter Implikationen zu
erkunden. Schliellich handelt es sich bei strikten Implikationen um eine
wichtige Klasse von indikativischen Konditionalen, die wir bisher noch gar
nicht erwédhnt haben.

Die Semantik strikter Konditionale. Wir betrachten eine Sprache mit
den tiblichen wahrheitsfunktionalen Junktoren, welche um den Junktor —»
(strikte Implikation) erweitert ist. Eine solche Sprache interpretieren wir in
Modellen

(W, R, I)
auf Kripke-Rahmen (W, R).

Erinnerung: 3 Ein Kripke-Rahmen besteht aus einer nichtleeren Menge W
(Punkte, Indizes, “mogliche Welten”) sowie einer Relation R C W x W
(die Zugangsrelation zwischen Punkten). Auf einem Rahmen (W, R)
definieren wir ein Modell (W, R, I), indem wir eine Interpretation I an-
geben, welche jedes Atom der Sprache an einem Punkt auf genau einen
der Werte 0 oder 1 abbildet. Eine Wahrmacherrelation = baut auf der
Interpretation I der Atome auf und erlaubt rekursiv den Wahrheitswert
einer jeden Formel an jedem Punkt zu bestimmen. Die Rekursion fiir =
beginnt mit a = P gdw I(P,a) = 1 (flir Atome P) und setzt sich dann
fiir wahrheitsfunktionale Zusammensetzungen in tiblicher Weise fort. Fiir
strikte Implikationen haben wir die oben bereits eingefiihrte Bedingung
(—). — Nun sagen wir, dafl eine Formel B aus einer (moglicherweise

3 Vgl. das Kapitel IIL.5 iiber Modallogik.
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leeren) Menge X von Annahmen logisch genau dann folgt (X = B), wenn
an jedem Punkte a eines (beliebigen) Modells gilt: Wenn a = A (fiir jede
Formel A € X), dann a = B.*

(Ende der Erinnerung.)

Die Wahrheitsbedingung (—») gibt die allgemeinste semantische Definition
der strikten Implikation ab. Wir konnen, darauf aufbauend, den Bereich
strikter Implikationen differenzieren, indem wir die Relation R unter Bedin-
gungen stellen. So schrénken wir die Menge der zu betrachtenden Rahmen
und also Modelle ein, was dazu fithrt, da§ mehr Paare (X, A) als logische
Folgerungen ausgezeichnet werden. Was unsere Hypothese, kontrafaktische
seien strikte Konditionale, zu Fall bringt, ist jedoch nicht der Umstand,
dafl sie zu wenige Folgerungen generiert, sondern — umgekehrt — dafl sie
ohne weiteres Folgerungen als logische auszeichnet, die es unter der beab-
sichtigten Interpretation sicher nicht sind. Die Relation R unter weitere
Bedingungen zu stellen, kann die Sache daher nicht besser machen. Hier
sind einige Folgerungen, die fiir jede Art strikter Implikation, jedoch nicht
fiir kontrafaktische Konditionale gelten:

BEOBACHTUNG 1. In beliebigen Klassen von Kripke-Rahmen gilt:
1. A— B,B — C = A —» C (Trans.itivitat);

2. A—» B= AANC —» B (Verst.irkung des Antezedens);

3. A— B = -B —» —A (Kontrap.osition,).

BEWEIS. Ad 1: Wir nehmen an, daf3
(I)aEA—»B und (2)aEB-—»C.
Zz. a = A — C. Also nehmen wir ferner an, daf
(3) Rab und b = A.
(Zz. b |=C.) Aus (1) und (2) folgt jeweils:

(19 Ve:Rax & v =A = z =B,
(2)) Yy:Ray & y=B = y | C.
Aus (1) und (3) folgt (4) b = B, woraus mit (2') und (3) die gewiinschte
Konklusion b = C folgt.
Ad 2 und 3: Ahnlich. .

4 Die Relation der Folgerung ist natiirlich relativ zu einer Klasse von Rahmen, auf denen
die betrachteten Modelle aufsitzen. Der Einfachheit halber moége der Leser hier an die
Klasse aller Rahmen denken.
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Nun gehéren aber (Trans), (Verst) und (Kontrap) zu den auffélligsten
Folgerungsverhaltnissen, die wir von kontrafaktischen Konditionalen nicht
erwarten. Die folgenden, intuitiv ungiiltigen Folgerungen sind Instanzen
dieser Prinzipien:

(27) Wenn der Kamin brennen wiirde, dann wére es gemiitlich.
Wenn das Haus brennen wiirde, dann wiirde der Kamin brennen.
?Also: Wenn das Haus brennen wiirde, dann wire es gemiitlich.

(28) Wenn Peter da gewesen wire, wére es eine nette Party geworden.
?Also: Wenn Peter da gewesen und vom Balkon gestiirzt wire, dann
ware es eine nette Party geworden.

(29) Wenn Peter in Frankreich leben wiirde, wiirde er nicht in Paris
wohnen.
?Also: Wenn Peter in Paris wohnen wiirde, wiirde er nicht in Frank-
reich leben.

Wir konnen uns leicht Situationen vorstellen, in denen die Pramissen jeweils
wahr sind. Mindestens einige dieser Situationen sind aber solche, in denen
die jeweilige Konklusion falsch ist. Die Folgerungsmuster, die durch (27),
(28) bzw. (29) instantiiert werden, ndmlich (Trans), (Verst) und (Kontrap),
sind daher nicht giiltig fiir kontrafaktische Konditionale. Diese Muster sind
aber giiltig fiir jede strikte Implikation. Also kénnen kontrafaktische Kon-
ditionale keine strikten Implikationen sein.

Strikte und variabel strikte Konditionale.  Als Teil unseres Vor-
schlags, kontrafaktische im Sinne strikter Konditionale zu deuten, hatten
wir eine bestimmte Interpretation der Art von Notwendigkeit, die bei kon-
trafaktischen Konditionalen im Spiel sein konnte, unterstellt: Im strikten
Konditional O(A — B) sollte der Operator O zur Betrachtung der mate-
rialen Implikation A — B in “plausiblen” Welten auffordern. D.h. wenn
wir fragen, ob A 1 B in einer Welt a wahr ist, dann sollten wir — so lautet
der Vorschlag — nach der Wahrheit von A — B nicht in schlechthin allen
Welten fragen, sondern nur in solchen, die aus der Sicht von a als plausible
alternative Moglichkeiten in Frage kommen. Aber ganz unabhéngig davon,
daB die kontrafaktischen Konditionale aus den soeben dargelegten Griinden
gar keine strikten Konditionale irgendeiner Art sein konnen, kann dieser
Vorschlag auch aus einem anderen Grunde nicht richtig sein. Denn wenn
das Antezedens A selbst eine Annahme macht, die wir in a fiir unplausibel
halten, dann wére dem Vorschlag zufolge, A in allen zu betrachtenden, d.h.
a-plausiblen Welten falsch und also A — B in allen diesen Welten wahr;
also wiare A 1 B in a wahr, gleichgiiltig wofiir B steht.
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An einem Beispiel sei das illustriert. Zu dem Satz

(30) Wenn Peter iiber die Briistung steigen wiirde, dann wiirde er sich in
Lebensgefahr begeben

konnen wir uns leicht eine Situation denken, in der er etwas Wahres aussagt.
Im Sinne der oben betrachteten Hypothese konnte man etwa sagen: In allen
plausiblen alternativen Mdglichkeiten ist das einfache Konditional (material
verstanden)

(31) Wenn Peter iiber die Briistung steigt, dann begibt er sich in Lebens-
gefahr

wahr. Unplausibel — und daher von der Betrachtung auszuschliefen — sind
zum Beispiel Welten, in denen Peter wie eine Feder schweben kann. Aber
was ist dann mit Sétzen wie

(32) Wenn Peter iiber die Briistung steigen wiirde und schweben konnte,
dann wiirde er sich in Lebensgefahr begeben ?

Die Hypothese forderte, dal wir mit jeder Welt a eine Menge R(a) =
{b € W : Rab} von plausiblen Alternativen verbinden. In diesem fixen
Bereich R(a) miissen sich nun die materialen Konditionale bewéhren, so
der Vorschlag. Damit der Satz (30) wahr ist (was er ja intuitiv ist), mufiten
wir annehmen, dafl R(a) nur Welten enthélt, in denen Peter den Gesetzen
der Schwerkraft unterworfen ist, also nicht schweben kann. Wenn wir jetzt
mit dieser Annahme iiber R(a) die Wahrheit von (32) beurteilen méchten,
dann ist im Bereich R(a) das Antezedens des materialen Konditionals

(33) Wenn Peter iiber die Briistung steigt und schweben kann, dann be-
gibt er sich in Lebensgefahr

durchweg falsch und damit (33) genauso wahr wie

(34) Wenn Peter iiber die Briistung steigt und schweben kann, dann be-
gibt er sich nicht in Lebensgefahr.

Aber nur (34) scheint ein wahres kontrafaktisches Konditional zu entsprech-
en, namlich: Wenn Peter iiber die Briistung steigen wiirde und schweben
konnte, dann wiirde er sich nicht in Lebensgefahr begeben.

Das Problem liegt offenbar darin, daf} strikte Konditionale uns nicht er-
lauben, die zu betrachtenden Moglichkeiten nach Mafigabe des Antezedens
zu variieren. Wenn wir uns fragen, ob es moglicherweise gefiahrlich ist, wenn
Peter iiber die Briistung steigt, dann fassen wir einen anderen Bereich von
Moglichkeiten ins Auge, als wenn wir uns fragen, ob das moglicherweise
flir einen schwebenden Peter gefihrlich ist. Kontrafaktische Konditonale
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stellen uns vor die Aufgabe, uns das Antezedens in naheliegender Weise
vorzustellen. Was wir uns dazu vorstellen, d.h. welche Moglichkeiten in
Betracht zu ziehen sind, hangt aber nicht nur davon ab, wie unsere Welt
beschaffen ist, sondern auch davon, welche Modifikationen der Welt das
Antezedens verlangt. Mit anderen Worten, wenn wir die Wahrheit eines
kontrafaktischen Konditionals A 1 B in a beurteilen wollen, dann héngt
der Bereich der plausiblen Alternativen nicht allein von a ab, sondern auch
von den Welten, die durch das Antezedens A festgelegt werden. Statt mit
R(a) sollten wir also den zu betrachtenden Bereich besser mit R([A],a)
angeben, wobei [A] = {b: b |= A} die Menge der A-verifizierenden Welten
im jeweils betrachteten Modell ist.

Statt b € R([A],a) wollen wir Rp4jab schreiben. Unsere Uberlegungen
miinden in diese Wahrheitsbedingung fiir kontrafaktische Konditionale:

(%) afF=ADBgdw Vb: wenn Rpgpabund b = A, dann b |= B.

Ein kontrafaktisches Konditional A 1 B ist also genau dann wahr, wenn
das materiale Konditional A — B durchweg ( “strikt”) wahr ist in einem Be-
reich alternativer Moglichkeiten, der mit dem Antezedens variiert. Deshalb
werden kontrafaktische Konditionale nach diesem Vorschlag auch wvariabel
strikte Konditionale genannt.

Wie soll man sich den Bereich von Moglichkeiten, in denen das Anteze-
dens eines Konditionals auf naheliegende Weise verwirklicht ist, vorstellen?
Zumindest sicher nicht anders als so, daf} in diesen Welten das Antezedens
wahr sein muf}, also:

(id) Wenn Rp4jab, dann b € [A].
Unter dieser Minimalbedingung kénnen wir () vereinfachen zu:
() al=A3BgdwVb: wenn Rpajab, dann b |= B.

Nur unter der Annahme, dafl Rahmen die Bedingung (id) erfiillen, ist
der Ubergang von (¥) zu (3J) inhaltlich sinnvoll. Dennoch wollen wir im
nichsten Abschnitt zunédchst die Klasse aller Rahmen, also auch solcher,
die (id) nicht erfiillen, betrachten und in den Modellen auf solchen Rahmen
Konditionale mittels () interpretieren. Das hat den Vorteil, dafl wir so
Resultate hinsichtlich eines Basissystems erbringen kénnen, auf denen wir
auf einfache Weise aufbauen kénnen.
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3. Semantik kontrafaktischer Konditionale
und die Basislogik CK

Variabel relationale Rahmen. Wir betrachten eine aussagenlogi-
sche Sprache mit einem funktional vollstédndigen Satz wahrheitsfunktionaler
Junktoren (z.B. = und A), die um den kontrafaktischen Junktor 7 erweitert
ist. Eine solche Sprache interpretieren wir in variabel relationalen Rahmen
der Art

(W, R),

wobei R nun eine dreistellige Relation R C 9(W) x W x W ist. Fir X €
P(W) und a, b, € W schreiben wir statt (X, a,b) € R kurz: Rxab. Modelle
(W, R, I) induzieren wieder eine Wahrmacherrelation |=; (den Index lassen
wir meist weg) mit dieser Klausel fiir J-Formeln:

(D) al=A3 B gdwVb: wenn Rpajab, dann b |= B.

Der Ausdruck [A] (eigentlich [A];) steht fiir das, was man in der Se-
mantik moglicher Welten eine Proposition nennt. Eine Proposition ist eine
Menge von Welten — in unserem Fall:

[Al, = {a € W : a4},

also die Menge aller Welten, in denen die Formel A unter der Interpretation
I wahr ist. Wahrheit im Modell, Giiltigkeit und Folgerung sind wie auf
p- 206 fiir die Modellierung der strikten Implikation definiert.

Anmerkung zu allgemeinen Rahmen. Ist jede Menge von Welten eine
Proposition? Wir werden hier annehmen, dafl das so ist. Aber diese recht
starke Annahme ist eigentlich nicht nétig. Es wiirde geniigen, wenn die
Struktur der Propositionen der Struktur der Sprache entspricht. Um dies
zu garantieren, miiften wir die Definition eines Rahmens erweitern. In
einem allgemeinen Rahmen (general frame), (W, 11, R), ist II, die Menge
der Propositionen, eine Teilmenge von (W), welche unter bestimmten
Mengenoperationen — den Operatoren der Sprache entsprechend — abge-
schlossen ist. Fiir manche Zwecke ist es besser, von allgemeinen Rahmen
auszugehen; siehe [31, 50] und eine Anwendung in der Konditionallogik
in [263]. Wir werden allgemeine Rahmen hier nicht weiter behandeln.

In der Art semantischer Theorie, die wir hier zugrundelegen, repréasentiert
die Menge [A] die Bedeutung der Formel A (in einem Modell). Anders
gesagt: Die Bedeutung eines Satzes ist die Proposition, die er ausdriickt.
Natiirlich konnen zwei syntaktisch verschiedene Séitze A und A’ in genau
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denselben Welten wahr sein. Dann ist [A] = [A’], d.h. die beiden Sétze
driicken dieselbe Proposition aus.

Obwohl in einem Ausdruck wie R4) ab auf eine Interpretation I der
Formel A Bezug genommen wird, ist die Relation R doch vollstandig Teil
eines sprachunabhingigen Rahmens. Die erste Koordinate des Tripels
([A];, a,b) wird hier zwar mithilfe einer Interpretation I festgelegt, aber
das ist nicht wesentlich fiir die Definition der Relation R; wesentlich ist nur,
daf die erste Koodinate aus £(W) stammt. Deshalb kénnen wir allgemeine
Bedingungen fiir R allein mit Bezug auf Rahmen, nicht auf Interpretationen,
d.h. Modellen formulieren.

Manche Autoren (z.B. Stalnaker [275] und Chellas [52, 53]) ziehen die
Darstellung der Rahmen mithilfe einer Auswahlfunktion vor. Rahmen sind
dann von der Art (W, f) mit

f:oW)x W — (W)
und in den Modellen ist die Bedingung (1) ersetzt durch
(@) alE= A BgdwVb: wenn b € f([A],a), dann b = B.

Die Funktion f wéhlt die plausiblen Antezedens-Welten aus. Das ist lediglich
eine Notationsvariante unserer Definitionen, denn wir kénnen von der einen
zur jeweils anderen Darstellung leicht ibergehen aufgrund der (definitori-
schen) Aquivalenz

(X,a,b) e Rgdw b € f(X,a).

Bevor wir uns der Frage zuwenden, wie sich die logisch giiltigen Séatze
axiomatisch darstellen lassen, wollen wir uns zunéchst vergewissern, daf die
Wahrheitsbedingung (J) besser auf kontrafaktische Konditionale pafit als
die Bedingung (—») fiir strikte Konditionale. Wir fragen hier insbesondere
danach, ob die Sequenzen (Trans), (Verst) oder (Kontrap) (s. Beobachtung
1) sich auch nach dem jetzt vorliegenden Vorschlag als giiltig erweisen. Dazu
betrachten wir die folgenden, diagrammatisch skizzierten Modelle:

b b b
oB,ﬁC’ A o B e B
CL.A/’ a./V a.A/'
B\>EC m,f_‘B ﬂ\‘fA

DIAGR. 1 2 3
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Ein mit einer Formel A beschrifteter Pfeil soll die R4j-Relation darstellen.
Nach der oben besprochenen Minimalbedingung ist daher A wahr an jedem
Punkt auf den ein A-Pfeil weist. (Beispielsweise ist im Diagramm 1 A am
Punkt b und B am Punkt ¢ wahr.)

Diagramm 2 zeigt ein Gegenbeispiel zu (Verst), A 0 B = AANC O B.
Hier sei b der einzige Punkt, der in der Rj4j-Relation zu a steht (angedeutet
durch den oberen Pfeil) und B sei an diesem Punkte wahr. Dann a = A J
B. Der Punkt c sei der einzige Punkt, der zu a in der Rjgcp-Relation steht
(angedeutet durch den unteren Pfeil) und an diesem Punkt moge B falsch
sein. Dann gilt nicht a = AAC O B.

Das Gegenbeispiel wére nicht moglich, wenn wir forderten, dal wenn
Rpancpab, dann Rpyjab. Aber genau das sollten wir nicht tun. Denn eine
Welt, die unter der Annahme A A C' naheliegend ist, ist es unter der An-
nahme A moglicherweise nicht. So ist, in unserem Beispiel, ein mifllungener
Abend ein naheliegendes Szenario unter der Annahme, daf§ Peter kommt
und vom Balkon stiirzt. Aber allein Peters Anwesenheit garantiert keinen
mifBlungenen Abend.

Da [A A C] = [4] N [C], konnen wir unsere Beobachtung etwas ver-
allgemeinern und festhalten, dafl (Verst) ungiiltig bleibt, solange wir nicht
fordern, daf

Rxny C Ry.

Da XNY C Y, sorepréasentiert XNY eine spezifischere, d.h. logisch starkere
Proposition als Y. (Dafl Peter zur Party kommt, 148t mehr Moglichkeiten
zu, als dafl Peter kommt und stiirzt.) Unser Gegenbeispiel richtet sich also
allgemeiner gegen das Prinzip,

BOCEATC, falls A E B,
und damit gegen diese Bedingung:
(mono) Rx C Ry, falls X CY.

Diagramm 1 zeigt ein Gegenbeispiel zu (Trans), AJ B,BJCE AOC.
Wir nehmen an, dafi Rj4jab mit b = B und Rjgjac mit ¢ = C. Wenn, wie
im Bild angedeutet, b und ¢ die einzigen Punkte sind, die in der jeweiligen
Relation zu a stehen, dann folgt aus diesen Annahmen, dafl « = A O B
und @ = B O C. Aber am Punkt b ist A wahr und C falsch. Also nicht
aEADC.

SchlieBlich zeigt Diagramm 3 ein Gegenbeispiel zu (Kontrap), A 1 B |=
—B 1 —A. Der obere Teil des Diagramms verifiziert a = A J B, der untere
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falsifiziert a = —-B 1 —A. (Der Leser mége nun die intuitiven Gegen-
beispiele (27-29) in Beziehung setzen zu den gerade besprochenen formalen
Gegenbeispielen. Ferner moge man sich Bedingungen fiir die dreistellige Re-
lation R (bzw. die Funktion f) iiberlegen, welche die Folgerungen (Trans)
und (Kontrap) garantieren kénnten.)

Die Basislogik CK. Die kleinste hier betrachtete Logik kontrafaktischer
Konditionale basiert auf den klassischen Tautologien (im vollen Vokabu-
lar, d.h. inklusive Formeln, in denen der Junktor I vorkommt). Dem
wird ein Axiomenschema sowie eine schematische Regel fiir Konditionale
hinzugefiigt. Die Logik ist unter Modus Ponens abgeschlossen:

T Alle Tautologien
K. AJ(B—-C)—=((AdB)—=(A20))
B
N.
R AJB
AA— B
MP. —_
B

Die Bezeichnungen K und RN sollen an die gleich benannten Schemata der
Basislogik K fiir den Notwendigkeitsoperator O erinnern: ®

K. OB —C)—0OB—0OC
B
RN. 5B

Man beachte, daff in den konditionallogischen Schemata der Formelteil A

die Stelle von O in den modallogischen Schemata eingenommen hat. Tat-
séchlich hat ja auch schon die semantische Analyse gezeigt, dal A J B in
etwa bedeutet: B ist notwendig relativ zu A. D.h. jeder Formelteil A O

verhalt sich auch semantisch wie ein Notwendigkeitsoperator. Das wird
besonders augenfillig, wenn wir fiir einen Moment die Notation A 3 B
durch [A]B ersetzen (wie in [52] erstmals vorgeschlagen). Jetzt sieht die
Sache so aus: Wahrend wir in der (einfachen) Modallogik immer nur einen
Notwendigkeitsoperator O betrachten, so haben wir es in der Konditional-
logik mit so wvielen Notwendigkeitsoperatoren [A] zu tun, wie es Formeln A
gibt. Die strenge syntaktische und semantische Analogie zwischen [A] B und
OB gibt den Schliissel fiir die folgenden Resultate in die Hand.

5 Zur Erinnerung (siehe das Kapitel IIL5 iiber Modallogik): Wenn wir 7 und MP um
die Schemata K und RN fiir O erweitern, erhalten wir eine Axiomatisierung der Menge
aller Formeln, die in beliebigen Kripke-Modellen wahr sind. Das ist das System K.
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Bevor wir diese Resultate vorstellen, sehen wir uns noch eine alternative
Axiomatisierung von CK an. Auch diese basiert auf den Tautologien und
ist unter Modus Ponens abgeschlossen. Hinzu kommen zwei Regeln fiir
Konditionale:

A A
(ADB)— (A 3B)
BiAN---NB,— B

. > 0.
RK AaB) A AAB) s (AaB) ="

REA.

Nach dem soeben Gesagten, ist die Regel RK unschwer zu erkennen als
konditionallogische Version der bekannten modallogischen Regel. Die Regel
REA (engl. replacement of equivalent antecedents) ist dagegen anderer Art:
In ihr wird nicht dasselbe Antezedens Formeln vorangestellt, sondern es
wird auf verschiedene Antezedens-Formeln Bezug genommen. REA fordert,
daBl nur die logische Kraft eines Antezedens zéhlen soll: Die Art und Weise,
wie diese logische Kraft ausgedriickt wird, soll fiir die Wahrheit eines Kon-
ditionals keine Rolle spielen — logisch gleichwertige Beschreibungen sind im
Wenn-Teil eines Konditionals austauschbar. (Man tiberzeuge sich davon,
dafl die zwei vorgestellten Axiomatisierungen dquivalent sind.)

Der Nachweis der Richtigkeit von CK in variabel relationalen Rahmen ist
eine einfache Ubung. Fiir den Beweis der Vollstindigkeit bedienen wir uns
der Methode kanonischer Modelle. Wir nehmen an, eine Formel A sei kein
Theorem von CK und konstruieren ein (kanonisches) variabel relationales
Modell, in dem A an einem Punkt falsch wird. Die Methode wurde im
Kapitel II1.5 iiber Modallogik im Detail geschildert. Wir werden uns hier
kiirzer fassen und unser Augenmerk auf die wesentlich konditionallogischen
Momente richten.

Eine Menge X von Formeln ist genau dann maximal konsistent im Sinne
von CK, wenn sich (a) in CK aus X kein Widerspruch, d.h. keine Formel
der Form A A —A ableiten 1d8t, und (b) aus jeder Erweiterung von X sich
ein solcher Widerspruch in CK ableiten 1&8t.

Wir wissen nach Lindenbaums Lemma (siche das Einleitungskapitel), dafl
fiir jede Ableitungsrelation F gilt:

Jede (unter F) konsistente Formelmenge 148t sich zu einer (unter F)
maximal konsistenten Menge erweitern.

Das Lindenbaum-Lemma gilt also auch fiir die Ableitungsrelation von CK.
Im Rest dieses Abschnitts meinen wir mit der (maximalen) Konsistenz einer
Formelmenge immer diese Eigenschaft im Sinne von CK.
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Wir wollen nun eine Abkiirzung vereinbaren (die A-Entkonditionalisierung
einer Formelmenge X):

X4={B:A3BeX}.

Der Grund fiir die Einfiihrung dieser Abkiirzung ist folgender. Im n#chsten
Lemma wollen wir zeigen, daf§ sich maximal konsistente Mengen im wesent-
lichen wie die Punkte eines Modells verhalten. Dazu brauchen wir insbeson-
dere auch die Bedingung 4 (im Lemma unten), deren Sinn sich aus dieser
Definition einer Relation R ergibt:

Def. RCK R4 XY gdw X4 CY,

wobei [A] fiir die Menge aller maximal konistenten Mengen, welche A ent-
halten, steht.

LEMMA 2. Es seien X und Y mazximal konsistente Formelmengen. Dann
gilt fiir alle Formeln A und B:

1. Ae X gdw X F A;

2. "AeX gdwA¢ X;

3. ANBe X gdw A€ X und Be X;

4. AJBeX gdw firalleY: XACY =>BcY.

BEWEIs. Fiir die Beweise der Behauptungen 1-3. sei der Leser auf die
Verifikation der M-Bedingungen im Kapitel I11.5 iiber Modallogik verwiesen.
Nach Def. RC¥ ist 4 gleichbedeutend mit

A Be€ X gdw fiiralle Y: Ry XY = BeY.

Die Behauptung wird ganz analog wie im Fall der Modallogik bewiesen:

LR: Wenn A 3 B € X, dann ist B € X4, welche Menge in Y enthalten
ist.

RL: Wir nehmen an (1) B € Y fiir alle maximal konsistenten ¥ O X4
und, fiir reductio, (2) A 3 B ¢ X. Es sei min X’ = X4 U {-B}. X’
ist konsistent. (Denn anderenfalls gibe es Bi,...,B, € X% so, daf F
By A--+A B, — B. Daraus wiirde nach RK folgen - (A 3 B1)A---A(A D
B,) - (A O3 B). Und da (A O By),....,(A O B,) € X, hitten wir
A 1 B € X (Behauptung 1 des Lemmas) — entgegen unserer Annahme (2).)
Nach Lindenbaums Lemma kénnen wir X’ zu einer maximal konsistenten
Menge X* erweitern. Da =B € X’ C X*, so haben wir B ¢ X* (Behaup-
tung 2 des Lemmas). Da aber X4 C X’ C X*, so ist X* eine maximal kon-
sistente Erweiterung von X4, welche, nach (1), B enthilt — Widerspruch.
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LEMMA 3. Das kanonische Modell fiir CK,

MCK _ (WCK,RCK,ICK) mit

(a) WK = {X C FML : X ist mazimal konsistent},
(b) R[a?ab gdw a® C b, und

(c) I°(P,a) =1 gdw P € a (VP € ATM),
ist ein Modell im hier zu betrachtenden Sinne, d.h. (WCK RCK) ist ein

variabel relationaler Rahmen und I ist eine Interpretation auf einem
solchen Rahmen.

BEWEIS. Die in (a) definierte Menge ist offensichtlich nicht leer und auch
die Definition (c) ist unproblematisch.

In der Definition (b) darf die Relation Rp4 (Superskript fortgelassen)
nicht davon abhéngen, wie wir die Indexmenge [A] syntaktisch représentier-
en; d.h., wenn [A] = [A’], dann brauchen wir eine Garantie, dal R4 =
Ry 4. Nun sieht die rechte Seite der Definition (b) ausgeschrieben so aus:

AOJB€a= Behb. (%)
Die gewiinschte Garantie erhalten wir, wenn wir aus [A] = [A'] auf
A'OB€ea= Beb (1)

schlieffen diirfen (und umgekehrt). Den Schlufl ermoglicht die Regel REA.
Denn wenn [A] = [A’] im kanonischen Modell, dann ist A «+» A’ in allen
Punkten des kanonischen Modells enthalten. Der Schnitt aller Punkte des
kanonischen Modells ist aber genau CK, d.h. A <+ A’ ist ein Theorem von
CK. Also ist, nach REA, auch

(AdB)« (A 1DB)

ein Theorem von CK. Es folgt, daB A 0 B € a gdw A’ O B € a (fiir be-
liebige Punkte a des kanonischen Modells). Also sind (*) und (f) dquivalent.

LEMMA 4. Sei (W, R,I) das kanonische Modell fiir CK. Es sei eine Re-
lation = C W x FML so definiert:

alE=A gdw A€ a.
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Dann ist die Relation |= eine Erfillungsrelation.

BEWEIS. Induktion iiber den Aufbau einer Formel A.

Basis A = P. Nach Definition: P € a gdw I(P,a) =1 gdw a = P.
Fall A = —=B. Siehe Lemma 2.2.

Fall A= B A C. Siehe Lemma 2.3.

Fall A=B3C. Zzist a = B3 C gdw Vb : Rigjab = b |= C, d.h.

B3C €agdwVb: Rgab = C €b,

wobei a und b max_i.mal konsistent sind. Nach der Def. des kanonischen
Modells ist das die Aquivalenz

BaCeagdwVb:a®? Cb = Ceb,

welche wir in Lemma 2.4 bewiesen haben. "

Das Argument fir die Vollstindigkeit von CK im Hinblick auf die Klasse
der variabel relationalen Rahmen ist nun recht einfach. Es sei A eine be-
liebige Formel, die kein Theorem von CK ist. Dann ist X = CKU—A eine
konsistente Menge. Diese 148t sich zu einer maximal konsistenten Menge
X* erweitern (Lindenbaums Lemma). Die Menge X* ist ein Punkt im ka-
nonischen Modell, an dem A falsch ist (Lemma 2). Also gibt es ein Modell
(Lemma 3), welches A falsifiziert (Lemma 4) und somit ist A nicht giiltig in
der Klasse der variabel relationalen Rahmen. Kontrapositiv ausgedriickt:
Wenn A giiltig ist in diesen Rahmen, dann ist A ein Theorem von CK.

4. Erweiterungen des Basissystems CK

Die Variabilitdat der Relation R in Abhéngigkeit von der Proposition, die
das Antezedens eines kontrafaktischen Konditionals reprasentiert, hat, wie
wir gesehen haben, die gewiinschte Wirkung: Die drei typischen Folgerungs-
muster, die fiir diese Konditionale nicht gelten, lassen sich in variabel rela-
tionalen Modellen widerlegen. Fiir die Basislogik CK sind die entsprechen-
den Ableitbarkeitsbehauptungen daher falsch.

Damit es sich bei der Relation Rx um kein blofl technisches Mittel han-
delt, die gewiinschten Resultate herbeizufiihren, sollten wir in der Lage
sein, eine Interpretation der Relation anzugeben, die es erlaubt, aus den auf
p. 211 gezeigten, abstrakten Gegenmodellen zu (Trans), (Verst) und (Kon-
trap), konkrete und intuitiv iiberzeugende Gegenbeispiele zu gewinnen. Die
Semantik wiirde dann erklaren, wie es zu diesen Gegenbeispielen kommen
kann.
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Wir haben eine solche Erklarung bereits angedeutet. Wenn wir die Wahr-
heit eines Konditionals A O B in einer Welt a beurteilen wollen, dann
miissen wir Welten betrachten, in denen das Antezedens A wahr ist und
uns fragen, ob in diesen Welten auch das Konsequens B wahr ist. Welche
Welten sind zu betrachten? Sicherlich sind das nicht alle A-Welten, denn
dann wiare das kontrafaktische Konditional ein striktes. Wenn wir eine
Annahme machen, von der wir glauben, daf} sie kontrafaktisch sei, dann
fassen wir vielmehr Welten ins Auge, die sich von der aktualen Welt nicht
allzu sehr unterscheiden sollen. Die Annahme soll in diesen Welten natiirlich
wahr sein, aber ansonsten soll alles moglichst so sein, wie es in der aktualen
Welt ist. Das heifit, wir betrachten Welten, die der aktualen Welt so d&hnlich
wie moglich sind unter der Bedingung, daf} in ihnen das Antezedens wahr
ist. Rpap sollte also von der Welt a zu allen Welten b fiihren, in denen A
wahr ist und ansonsten a so dhnlich (“nahe”) wie moglich sind. In diesen
Welten schauen wir nach, ob auch das Konsequens B wahr ist. 6

Wir kénnen und sollten uns nun fragen, welche Bedingungen R erfiillen
muf}, damit die Relation so, wie gerade vorgeschlagen, interpretiert werden
kann. Bisher haben wir nichts weiter iiber R angenommen. Die Theo-
rie dieser allgemeinsten Klasse variabel relationaler Rahmen ist die Basis-
logik CK. Wir betrachten nun naheliegende Bedingungen fiir R und zeigen,
welche Axiomenschemata durch diese Bedingungen logisch giiltig werden.
Es wird in den betrachteten Féallen auch das Umgekehrte gelten (mit einer
Ausnahme): Die Axiomenschemata werden nur dann giiltig, wenn die Rah-
men die entsprechenden Bedingungen erfiillen. “Entsprechung” hat hier
den préazisen Sinn einer Korrespondenz so, wie wir diesen Begriff im Kapitel
I11.8 iiber Modallogik eingefithrt haben. Der Nachweis von Korresponden-
zen in der Konditionallogik ist nicht anders als in der Modallogik. Details
werden wir daher hier nicht erértern. Als Bezeichnungen fiir die Schemata
und korrespondierenden Bedingungen dienen die in der Literatur iiblichen.

6 Ahnlich — in welcher Hinsicht? Viele Konditionale kénnen wir beurteilen ohne iiber
die relevanten Hinsichten der Ahnlichkeit genauer Rechenschaft ablegen zu miissen. Aber
wie steht es mit dem folgenden Konditional?:

Hatte Breschnjew auf den roten Knopf gedriickt, dann séhe die Welt heute ganz
anders aus.

Einerseits sind — zumindest auf den ersten Blick — Welten, in denen Breschnjew auf
den Knopf driickt und dann der Auslosemechanismus versagt, der aktualen Welt viel
adhnlicher als solche, in denen es zu einem Nuklearschlag kommt. Andererseits haben wir
keinen Grund anzunehmen, der Mechanismus wiirde, falls gedriickt, nicht funktionieren.
So erfordert ein nicht-funktionierender Mechanismus Fehlerquellen und damit Welten, die
unserer Welt unéhnlicher sind als Welten, in denen der Mechanismus funktioniert. Da wir
geneigt sind, das Konditional als wahr zu beurteilen, muf} hier ein Sinn von Ahnlichkeit
angenommen werden, der der zweiten und nicht der ersten Uberlegung den Vorzug gibt.
Vgl. dazu Lewis [184].
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Identitdt. FEin kontrafaktisches Konditional 14dt ein, anzunehmen, das
Antezedens sei wahr. Zumindest diese minimale Bedingung sollte die Re-
lation R daher erfiillen: Sie sollte nur zu Welten fiihren, in denen das, was
das Antezedens beschreibt, auch der Fall ist. Wir konnen diese Bedingung
kurz so notieren (fiir alle Welten a und b, sowie beliebige X C W):

(id) Wenn Rxab, dann b € X.
In Modellen, welche (id) nicht erfiillen, 148t sich das Identitéts-Schema
ID. AJA

falsifizieren. Umgekehrt ist die Bedingung hinreichend dafiir, dafl ID an
allen Punkten eines Modells wahr wird.

Die Bedingung (id) ist sicher eine offensichtliche Bedingung, die man
von Rahmen unter der intendierten Interpretation der Relation R erwartet.
Genauso diirfte das Schema ID zum Grundbestand jeder Konditionallogik
gehoren. Jedoch entfalten im Rahmen der hier betrachteten Semantik selbst
so unschuldig scheinende Prinzipien wie (id)/ID unerwartete und deutlich
weniger akzeptable Wirkungen. Im hier betrachteten Fall ist es die Konse-
quenz, dafl mit (id) auch das Schema 1 3 A giltig wird — wenn Unmogliches
der Fall wire, dann wiirde Beliebiges der Fall sein. Wir kommen unten
(p. 226) darauf zuriick.

Schwache Zentrierung. Wir wollen die der Referenzwelt a &dhnlichsten
Welten betrachten, in denen das Antezedens A wahr ist. Keine Welt ist
a dhnlicher als a selbst. Wenn daher das Antezedenz schon in a wahr ist,
dann ist die Welt a sicher mit in Betracht zu ziehen.

(cw) Wenn a € X, dann Rxaa.

Die Bedingung der schwachen Zentrierung entspricht dem Schema des kon-
ditionalen Modus Ponens:

CW. (A2 B)— (A— B).

Ein Konditional mit wahrem Antezedens kann nur wahr sein, falls das Kon-
sequens wahr ist.

Erfolg. Keine Welt kann derart sein, dafl es keine ihr d&hnlichen Welten
geben kann. Ahnliche Welten sollte es immer geben. Die Suche nach Wel-
ten, die unserer so dhnlich wie méglich unter einer bestimmten Bedingung
sind, kann also nur an der Bedingung scheitern. Die Bedingung koénnte
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einfach abwegig sein, d.h. sie konnte derart sein, dafl es keine Welten gibt,
die a dhnlich sind und dabei die Bedingung erfiillen. Etwas “formaler” aus-
gedriickt: Die Bedingung X ist abwegig, wenn es kein b gibt mit Rxab.
Wenn X in diesem Sinne abwegig ist, dann werden X-Welten auch unter
keiner anderen Bedingung erreichbar sein, d.h. fiir beliebige Bedingungen
Y gilt, dafl es kein b gibt mit Ry ab und b € X. Der Gedankengang wirbt
fiir diese Rahmenbedingung;:

(mod) Wenn —3b : Rxab, dann VY (—3b: Ryab und b € X).

Gelegentlich bietet es sich an, statt Rxab auch b € Rx(a) zu schreiben. In
dieser Schreibweise sieht (mod) dann so aus:

(mod) Wenn Rx(a) =0, dann VY : Ry (a) N X = ().

Diese Bedingung hat nun den folgenden Effekt. Angenommen —A ist in
a abwegig, d.h. es gibt keine a-dhnlichen Welten, in denen —A der Fall
ware. Die Proposition =4 ist also “ziemlich unméglich” und A “so gut wie
notwendig”, was durch die Formel -4 — 1 ausgedriickt wird.” Dann ist A
unter jeder Antezedens-Bedingung wahr. In einem Schema kénnen wir das
so ausdriicken:

MOD. (~AT 1) = (B3 A).

Es ist genau dieses Schema, welches durch die Bedingung (mod) giiltig wird.
Denn, angenommen
aE-ATJL

(zz. a = B 3 A); dann
Rp-ap(a) € [L]-

Da [L] = 0, folgt, daB R 4j(a) = (). Daraus schlieBen wir nach (mod), daf
R[[B]](a) N [-A4] = 0.

D.h. Rypj(a) C [A], welches die Wahrheitsbedingung fiir a = B 3 A ist. =

7 Tatséchlich definiert Lewis [182, pp. 22-24] einen Notwendigkeitsoperator mit Hilfe
des Konditionals so OA := A 3 L. Er nennt diesen modalen Operator einen “4dufieren”,
weil er iiber den Bereich der duflersten Sphére eines Sphérensystems (s.u.) definiert ist.
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Koinzidenz. Die nichste Bedingung sieht zunéachst etwas komplizierter
aus, driickt aber eine sehr einfache Idee aus: Wenn alle nidchsten A-Welten
B erfiillen und alle ndchsten B-Welten A erfiillen, dann macht es keinen
Unterschied, ob die Antezedens-Welten mit A oder B beschrieben werden:
Die néchsten A-Welten sind genau die néchsten B-Welten.

(cso) Wenn Vb : Rxab = b€ Y und Vb: Ryab = b€ X,
dann Vb : Rxab gdw Ry ab.

Auch das kénnen wir ein wenig kiirzer aufschreiben:

(cso) Wenn Rx(a) CY und Ry (a) C X, dann Rx(a) = Ry (a).
Dieses Koinzidenz-Prinzip entspricht dem Schema

CSO. (AOB)A(B2JA) = ((A3C)— (B2Q)).

(Starke) Zentrierung. Jede Welt a ist sich selbst strikt dhnlicher als
irgendeine von a verschiedene Welt b es sein kann. Das gilt auch dann, wenn
a und b vieles gemein haben — z.B. dafl beide das zu betrachtende Antezedens
A erfiillen. Wenn nun a das Antezedens A erfiillt, dann kann die Menge der
a ahnlichsten A-Welten nur eine einzige Welt umfassen, namlich a selbst.
Das ist die Bedingung der starken Zentrierung;:

(cs) Wenn a € X und Rxab, dann a = b.

In jedem Fall, in dem es iberhaupt eine Welt b mit Rxab gibt (X also nicht
abwegig ist), folgt aus der starken Zentrierung die schwache. Zentrierung
ist notwendig und hinreichend fiir die Giiltigkeit des Schemas

Cs. AANB — (AT B).

Gegen CS wird eingewandt, daf es fiir die Wahrheit eines kontrafaktischen
Konditionals nicht hinreichend sein kann, dafl Antezedens und Konsequens
(zufllig) wahr sind. Beispiele, die CS merkwiirdig dastehen lassen, sind
schnell bei der Hand.

Peter rechnet mit Regen und nimmt seinen Schirm mit. Tatsachlich
scheint die Sonne. Nach CS ist in dieser Situation der Satz ”Wenn es
sonnig ware, wiirde Peter seinen Regenschirm bei sich haben” wahr.

Andererseits aber entspricht das Schema der Bedingung der starken Zen-
trierung. Und diese Bedingung ist unter der intendierten Interpretation der
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Relation R sehr einleuchtend. Daher ist es naheliegend — wenn auch sicher
nicht zwingend — vermeintliche Gegenbeispiele zu CS so zu erkliren, dafl in
diesen Fallen kein falsches Konditional, sondern der falsche Gebrauch eines
wahren Konditionals vorliegt. 8

Einzigkeit. Wie negiert man ein kontrafaktisches Konditional?
(35) Wenn Wagner in Frankreich geboren wire, wire er Franzose.

Das ist vermutlich wahr. Indem wir (35) negieren, behaupten wir da nicht
(36) Wenn Wagner in Frankreich geboren wére, wire er kein Franzose ?

Und sicher folgt umgekehrt aus (36) die Negation von (35). Also scheint die
Negation eines Konditionals nichts anderes als die Negation des Konsequens
zu sein:

'NEG. -(A3JB)« (A3-B)
— ein Schema, welches dquivalent ist zu
CEM. (AJB)V(AD-B).

CEM ist in der Literatur bekannt als konditionales Tertium Non Datur und
eines der strittigsten Schemata.® Der Streit entziindete sich an direkten
Gegenbeispielen zu CEM, welche in der semantischen Perspektive an Scharfe
gewinnen. Denn CEM erzwingt die besonders starke Rahmenbedingung

(cem) Wenn Rxab und Rxac, dann b = c.
Die Ahnlichkeitsrelation wird damit funktional, d.h. jede Relation Rx ord-

net die Welten so an, dafl keine zwei Welten einer gegebenen Welt gleich
dghnlich sein konnen: In puncto Ahnlichkeit gibt es kein Unentschieden. 1°

8 Lewis [182, p. 27]: “Unsere grundsitzliche Erwiderung ist nicht, da3 das Konditional
[mit wahrem Antezedens und Konsequens| wahr [...] ist, sondern dafl es wegen seines
wahren Antezedens unrichtig und irrefithrend ist. [Wahr| ist es zwar, aber das ist nicht
der Punkt. Die falsche Information, die durch den Gebrauch einer kontrafaktischen Kon-
struktion mit einem wahren Antezedens [und Konsequens] zum Ausdruck gebracht wird,
iberdeckt [...] die Wahrheit des Konditionals.” (Ubersetzung AF).

9 Siehe die Diskussion zwischen Lewis und Stalnaker in [182] bzw. [273].

10 Denselben Effekt hat die von Stalnaker bevorzugte Wahrheitsbedingung

al=AJBgdw f([A],a) = B.

Hier ist f eine Auswahlfunktion (wie auf p.211 beschrieben), welche statt einer Menge
naheliegender Welten eine einzige, naheliegendste als Wert ausgibt; siehe [275].
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Dafl das wenig plausibel ist, sieht man zum Beispiel an Konditionalen, die
so beginnen (Beispiel aus [234, §3]):

(37) Wenn Wagner und Verdi Landsleute wéren, dann ...

Welche ist diejenige Welt, die genau wie unsere ist, nur dafl darin Wagner
und Verdi Landsleute sind? Ist das eine Welt, in der Verdi Deutscher ist
oder ist es eine, in der Wagner Italiener ist? Keine der beiden Moglichkeiten
scheint unserer Welt dhnlicher als die jeweils andere zu sein. Sie sind, auf
ihre jeweilige Weise, unserer Welt gleich nahe. Beide sind als naheliegende
Moéglichkeiten zu beriicksichtigen, wenn wir uns fragen, was der Fall ware,
wenn Wagner und Verdi Landsleute wiren. Aber dann kann (cem) nicht
richtig sein.

Diesem Argument gegen (cem) steht die prima facie plausible Hypothese
’NEG iiber die Negation von Konditionalen entgegen. Aber ist diese Hy-
pothese wirklich tiberzeugend? Was ein Konditional “Wenn A der Fall wére,
dann wiirde B wahr sein” falsch macht, ist nicht der Umstand, dafl B unter
der Annahme A falsch wdre, sondern dafl B unter der Annahme auch falsch
sein konnte. Das ist sicher nicht dasselbe.

Neben den wirde-Konditionalen gibt es auch die kdénnte-Konditionale:
“Wenn A der Fall wire, dann kénnte B wahr sein.” Solche kénnte-Kondi-
tionale wollen wir so notieren: A > B. Fir wiirde-Konditionale haben wir
gefordert, dal das Konsequens in allen naheliegenden Antezedens-Welten
wahr sein mufl. Konnte-Konditionale sind offenbar wahr unter der Be-
dingung, dafl das Konsequens in einigen naheliegenden Antezedens-Welten
wahr ist, d.h.:

(>) alE=A>Bgdw 3b: Rqabund b = B.

Mit dieser Wahrheitsbedingung geht unmittelbar ein Vorschlag zum richti-
gen Verstandnis der Negation eines wiirde-Konditionals einher:

NEG. ~(ATQ B) 4 A> —B.

Die Wahrheitsbedingung und das damit einhergehende Schema NEG passen
nicht zur Bedingung (cem) bzw. *NEG. Denn wenn wir beides verbinden,
dann verschwindet der logische Unterschied zwischen wiirde- und kénnte-
Konditionalen. Also sollten wir (J) und (>) nicht unter die Bedingung
(cem) stellen. Und wir sollten uns fiir NEG statt fiir “"NEG als richtiger
Analyse der Negation von wiirde-Konditionalen entscheiden. Denn die rich-
tige Negation von (35) ist nicht (36), sondern

(38) Wenn Wagner in Frankreich geboren wire, dann kdénnte er (dennoch)
nicht Franzose sein.
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So kénnen wir mit NEG erkliren, was "NEG vordergriindig plausibel er-
scheinen lief}. Es ist richtig, dal man ein Konditional verneint, indem
man das Konsequens verneint. Das ist der zutreffende Kern der Hypothese
’NEG iiber die Negation von Konditionalen. Nur wird im Falle eines wiirde-
Konditionals das Konsequens des enstprechenden kénnte-Konditionals ver-
neint, und ein konnte-Konditional wird verneint durch die Verneinung des
Konsequens im entsprechenden wirde-Konditional. Die richtigen Vernein-
ungsaquivalenzen sind also:

~(AJB) <+ (A>-B) bzw. =(A> B) < (A1 -B).

Vorsichtige Verstiarkung. Gegenbeispiele zum Prinzip der Verstarkung
des Antezedens, 1!

(+) (AT B) = (ANC 1 B),

scheinen alle derart zu sein, dafl die verstarkende Annahme C' die Wahrheit
von B unterminieren wiirde. Aber dann miifite Verstirkung um zumin-
dest solche Aussagen moglich sein, die das Konsequens nicht unterminieren.
Welche Aussagen sind das?

Betrachten wir noch einmal das folgende Gegenbeispiel zu (x):

(28) (a) Wenn Peter da gewesen wére (A), wére es eine nette Party gewor-
den (B).
?Also: (c) Wenn Peter da gewesen und vom Balkon gestiirzt wire
(AAC), dann wire es eine nette Party geworden.

Das Beispiel kann gegen (*) nichts ausrichten, wenn in mindestens einer
der naheliegenden Moglichkeiten, in denen Peter auf der Party ist, er vom
Balkon stiirzt. Denn dann ist die Moglichkeit des Sturzes in (a) eingerechnet
und daher kann (c) nicht falsch sein.

Wer also (a) behauptet, kann (c) nur ablehnen mit der Begriindung, dafl
unter der Annahme A die Moglichkeit eines Balkonsturzes weit hergeholt ist.
Wenn wir diese Begriindungsmoglichkeit abschneiden, dann folgt (c) aus (a).
Die einfachste Weise, die genannte Moglichkeit im Beispiel auszuschlielen,
geht so:

(b) Wenn Peter da gewesen wére, hétte er vom Balkon stiirzen kénnen.

Wer (a) und (b) behauptet, der ist auch zur Behauptung von (c) verpflichtet.

1 Wird das Antezedens verstirkt, so wird das Konditional geschwiicht, weshalb (kurz)
Verstarkung (strengthening) manchmal auch (kurz) “Abschwichung” (weakening) ge-
nannt wird.
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Unsere Uberlegung konnen wir nun so verallgemeinern und zusammen-
fassen: Wenn A 3 B wahr ist (also alle naheliegenden A-Welten auch B-
Welten sind) und in einigen naheliegenden A-Welten auch C' der Fall ist,
dann kann die Préasenz von C' in A-Welten die Wahrheit von B nicht unter-
minieren, und also ist dann auch A A C 3 B wahr. Dafl A in naheliegen-
den Welten C' nicht ausschliefit, wird durch das kénnte-Konditional A > C
wiedergegeben. Wir haben so ein Argument fiir die logische Wahrheit des
Schemas der vorsichtigen Verstarkung,

CV. (AOB)AN(A>C)— (AANC O B).
Das Schema korrespondiert mit der Rahmenbedingung
(cv) Wenn 3b: Rxab und b € Y und Rxnyac, dann Ryac.

Das Prinzip der vorsichtigen Verstarkung wird zuweilen skeptisch gesehen.
Das folgende Gegenbeispiel — wenn es denn eines ist — stammt von Stalnaker
[274]. Brahms, Verdi und Wagner sind keine Landsleute, jedenfalls nicht
alle drei. Aber wenn Brahms und Verdi Landsleute wiren, dann wiirden
entweder beide Italiener oder beide Deutsche sein. Diese zweite Moglichkeit,
wie Brahms und Verdi Landsleute sind, ist eine, in der auch Verdi und
Wagner Landsleute sind. Also kdnnte es sein, dal auch Verdi und Wagner
Landsleute sind (v ~ w), wenn Brahms und Verdi es wéren (b ~ v):

(39) A>C: b~v>v~w.

Andererseits bleibt Wagner Deutscher in allen Welten, die unserer so dhnlich
wie moglich sind, bis auf den Umstand, dafl Brahms und Verdi Landsleute
sind. Die kontrafaktische Annahme, dafl Brahms und Verdi Landsleute sind,
erzwingt keinen Wechsel der Nationalitat Wagners. D.h., wenn Brahms und
Verdi Landsleute wéren, dann wirde Wagner (immer noch) Deutscher sein
(Dw):

(40) A B: b~v 3 Duw.
Aus (39) A (40) kénnen wir jetzt mit CV schliefilen auf
(41) ANCOB: b~vAv~w3 Du,

d.h. wenn alle drei Landsleute waren, dann wiirde Wagner Deutscher und
also wiirden alle drei Deutsche sein. Aber das, so mochten wir sagen, ist
sicher falsch, denn es gibt mindestens eine andere naheliegende Weise, in der
die drei Komponisten Landsleute sein konnten: Sie konnten ja alle Italiener
sein.
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Haben wir die Giiltigkeit von CV widerlegt? Die Pramisse (39) behauptet
— ID einmal voraussetzend —, daf3 es naheliegende Welten gibt, in denen alle
drei Komponisten Landsleute sind. Das konnen sie in diesen Welten auf
genau zweierlei Weise sein: Entweder sind sie alle Italiener oder sie sind
alle Deutsche. Der erste Fall widerspricht der zweiten Prémisse, (40). Also
besagen die beiden Pramissen zusammengenommen, dafl die drei nur auf
eine Weise Landsleute sein konnen, namlich indem sie Deutsche sind. Das
ist das, was die Konklusion behauptet und wenn diese Konklusion falsch
sein sollte, dann konnen die beiden Pramissen nicht zugleich wahr sein.
D.h. wenn die drei tatséchlich auf zweierlei Weise Landsleute sein kénnen
(die Negation von (41)), dann schliefilen diese Moglichkeiten einander aus:

(42) Brahms und Verdi kénnen nur als Deutsche Landsleute sein, und
(43) die drei kénnten Landsleute sein.

Der SchluB von (39) und (40) auf (41) ist also vollig in Ordnung, wenn man
nur richtig versteht, welche Situation die Pramissen zusammen beschreiben.

Unmogliches Antezedens. Wie gehen wir um mit Konditionalen der
Form

IMP 134 7

In der Basislogik CK ist IMP kein Theorem. (Man betrachte zwei Punkte,
a und b, mit Ry jab und b = A. Dann ist L 3 A am Punkt a falsch.)
Sobald jedoch die Bedingung (id) gilt, mufl die Menge {b : Rxab} in X
enthalten sein. Da [L] = 0, bedeutet das, da8 {b: Ry jab} C 0. Also gibt
es keinen Punkt b so, dal R jab. Damit ist die Wahrheitsbedingung fiir
a = L 3 A, ndmlich Vb : Rp jab = b = A, an jedem Punkt a auf leere
Weise erfiillt und also ist IMP ein giiltiges Schema.

Nun scheint es aber so zu sein, dafl einige kontrafaktische Konditionale
mit unmoglichem Antezedens falsch und andere auf nicht-leere Weise wahr
sind — z.B.:

(44) Wenn das System CK die richtige Konditionallogik wére, dann wére
ID ein giiltiges Schema. (Falsch.)

(45) Wenn Peter die Quadratur des Kreises gelingen wiirde, wére seine
Mathematiklehrerin tiberrascht. (Wahr.)

Die Logik CK kann nicht die richtige Konditionallogik sein; dafiir ist sie zu
schwach. Aber wenn sie es wire, dann wére ID nicht giiltig. Mit (45) liegt
dagegen ein Konditional vor, von dem wir uns miihelos vorstellen kénnen,
daf} es auf eine gehaltvolle Weise wahr ist, im Gegensatz etwa zu dem Kon-
ditional
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(46) Wenn Peter die Quadratur des Kreises gelingen wiirde, dann wiirde
er haufiger baden.

Wir kénnen solche Beispiele zum Anlafi nehmen, unsere semantische Theo-
rie zu revidieren. In diesem Fall miifiten wir zwischen verschiedenen un-
moglichen Welten unterscheiden: Wir miifiten unterscheiden zwischen einer
(unmoglichen) Welt, in der die Quadratur des Kreises iiberrascht und einer,
in der sie nicht iiberrascht. Kurzum, wir miiften die Beschrinkung auf
mdogliche Welten aufgeben. 12

Eine andere theoretische Option besteht darin, auf dieses “Paradox der
kontrafaktischen Implikation” wie auf die gleichartigen Schwierigkeiten mit
der materialen und der strikten Implikation zu reagieren. Wir miifiten
erklaren, warum manche Konditionale, obwohl wahr, nicht behauptbar sind.
Von einem Konditional wie (44), zum Beispiel, wiirden wir sagen, daf} es
“nicht richtig” sei. Koénnen wir dieses “nicht richtig” im Sinne von “nicht
behauptbar obwohl (auf leere Weise) wahr” interpretieren? Warum ist (44)
nicht behauptbar? Und warum ist (45) im Gegensatz zu (46) behauptbar,
obwohl beide auf blof leere Weise wahr sind? Eine Antwort miifite hier
die einfache semantische Theorie der Wahrheitsbedingungen mit einer kom-
plizierten Theorie der Behauptbarkeitsbedingungen kombinieren. Dagegen
scheint unter der zuerst genannten Option die Erklarung recht einfach zu
sein: (45) ist behauptbar, weil das Konditional wahr ist, wéhrend (44) und
(46) nicht behauptbar sind, weil die Konditionale falsch sind. Aber diese
einfache Antwort miifiten wir uns mit einer erheblichen Komplizierung der
semantischen Theorie erkaufen.

Einige bekannte Erweiterungen von CK. Die Logik CK ist eine durch
ihre einfachen Modelle ausgezeichnete Ausgangsbasis fiir eine Logik kon-
trafaktischer Konditionale; sie ist aber sicher selbst keine solche Logik. Es
fehlt beispielsweise das Schema ID. Das folgende Diagramm zeigt die Bezieh-
ungen zwischen sechs Logiken, die in der Literatur haufig Erwédhnung finden.
FEine Linie von unten nach oben deutet eine Erweiterung an, wobei die Linie
mit den Schemata versehen ist, um welche das unmittelbar darunter ste-
hende System erweitert wird; vgl. auch die Tafel auf p. 240.

12 Siehe [91] und [42] fiir einen Einblick in mdgliche Strategien fiir eine Revision der
semantischen Theorie.
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VCS
VC CEM c2
W s
MOD_V~ CW

Wahrend CK so etwas wie ein “technischer Anfang” ist, spielt das System
CO die Rolle einer gesicherten Basis fiir die Konditionallogik. Auch die
Hinzunahme von MOD und CSO ist unkontrovers. Mit der vorsichtigen
Verstarkung CV beginnen jedoch die Kontroversen. Noch umstrittener sind
schwache und starke Zentrierung, CW und CS, und das konditionale ter-
tium non datur CEM. Diese Systeme und ihre charakteristischen Schemata
bilden jedoch nur die Eckpunkte fiir eine Diskussion, die weitaus subtiler
und verzweigter ist als es hier dargestellt werden kann.

Das System VC ist das von Lewis in [182] bevorzugte System. Es han-
delt sich dabei um die logische Theorie einer besonders suggestiven Se-
mantik fir kontrafaktische Konditionalsitze, der sogenannten (zentrierten)
Sphéarensysteme.

Ubung, Man betrachte die folgenden Schemata, um die man die klein-
ste normale Modallogik K erweitern kann. (Vgl. den Abschnitt 8 {iber
Definierbarkeit im Kapitel IIT iiber Modallogik.)

T. OB —+ B
4 0B — 0OOB
B. B — OOB
5. OB — OB
D. OB — OB
4c. 0oB — OB
G. OOB — OOB

Man ersetze jedes Vorkommen von O durch A J bzw. von < durch A >.
Sind die so entstandenen Schemata plausibel fiir kontrafaktische Kondi-
tionale? Welchen Rahmenbedingungen wiirden sie entsprechen? Sind einige
dieser Schemata in einigen der oben genannten Konditionallogiken enthal-
ten?
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5. Lewis’ Spharensemantik

Die Grundidee der hier vorgestellten semantischen Theorie fiir kontrafak-
tische Konditionale besteht darin, dal Welten einander mehr oder weniger
dhnlich sein konnen. Um ein Konditional in einer Welt zu beurteilen, sollten
wir nur solche Welten betrachten, in denen das Antezedens wahr und alles
andere moglichst unverandert ist. Es liegt nahe, sich die Ahnlichkeit bild-
haft vorzustellen, in dem wir das Maf der Ahnlichkeit in ein topographisches
Maf} der Entfernung iibersetzen: Je unéhnlicher eine Welt der Ausgangswelt
ist, umso weiter ist jene von dieser entfernt. So stellen wir uns schliellich
Sphéren der Ahnlichkeit, um die Ausgangswelt angeordnet, vor — wie eine
Matroschka-Puppe oder die Schichten einer Zwiebel. Diese bildliche Vorstel-
lung steht tatsdchlich in einer strikten Analogie zu den bisher betrachteten
variabel relationalen Rahmen.

Es sei G eine Funktion, die jeder Welt a € W eine Menge &, von Mengen
moglicher Welten zuordnet:

G W — 9(O(W)),

d.h. &, C (W). Wir nennen (W,S) einen Sphdrenrahmen, wenn jede
Menge &, ein Sphérensystem um a ist. Die Elemente S eines Sphérensys-
tems S, heilen Sphdren. Ein Sphdrensystem &, um a soll die folgenden
Bedingungen erfiillen:

(Scs) &, ist auf a zentriert: {a} € &,.

(Sli) &, ist verschachtelt: ¥S,5" € &, : 5 C S oder S" C S.

(Sla) Limes-Annahme: VX C W : Wenn X N|J &, # (), dann
39e€G,:SNX #Pundvs' €6,:NX#0= SCS".

Die Limes-Annahme besagt soviel wie: Fir jede nicht abwegige Bedingung
X gibt es eine kleinste Sphéare mit Punkten, die X erfiillen; wir werden
gleich darauf zuriickkommen. In einer Zeile lassen sich Sphéarensysteme also
so beschreiben:

{a}cscs c---cl e (cW)

Die Mengeninklusion reprasentiert hier die relative Distanz einer Sphére
vom Zentrum a. '3 Die Menge | &, aller Punkte, die in irgend einer Sphére
in 6, vorkommen, ist die grofite Sphéire in &,. Was auflerhalb von |J &,

13 Man beachte, daf8 die Bedingungen nicht ausschlieen, da8 es Sphirensysteme gibt, die
die Inklusionskette links noch um @ C ergénzen. Tatséachlich ist dies in allen Sphérensys-
temen der Fall, die wir im Abschnitt iiber die Limes-Annahme (Sla) betrachten werden.
Die Hinzunahme der leeren Menge ergibt intuitiv wenig Sinn und ist fiir die so entstehende
Logik folgenlos.
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liegt, ist “abwegig”, d.h. eine Moglichkeit, die keinerlei Ahnlichkeit zur
Welt im Zentrum aufweist. Wir konnten fordern, dafl keine noch so ent-
fernte Moglichkeit abwegig sei. Dann miifiten wir Sphérensysteme unter
die weitere Bedingung |J&, = W stellen. Zur Grundkonzeption eines
Sphérensystems gehort diese Bedingung jedoch nicht. 4

Die Limes-Annahme (Sla) verhindert, daf§ die Ketten der Mengeninklu-
sion unendlich dicht werden kénnen — jedenfalls in den Féllen, die uns in-
teressieren. Wenn wir ein Konditional in a beurteilen, dann wollen wir die
a-dhnlichste Sphére finden, in denen das Antezedens moglich ist (d.h. in
einigen Welten dieser Sphére wahr ist). Ohne (Sla) kann aber nun folgen-
des geschehen: Wir betrachten alle Sphéren, in denen A-Welten vorkom-
men; nennen wir sie A-Sphéren. Wenn es zu jeder A-Sphére eine kleinere
(a-8hnlichere) und zu dieser wiederum eine kleinere gibt, ohne dafl wir im
Fortschreiten von gréfieren zu kleineren Sphéren jemals den Bereich der A-
Sphéren verlassen miissen, dann gibt es offenbar keine kleinste (&hnlichste)
A-Sphére. Die Bedingung (Sla) schliefit genau diese Moglichkeit aus: Fiir
jede nicht abwegige Bedingung X (X N|J &, # (), gibt es eine X-Sphére
(SN X # 0), welche die kleinste unter den X-Sphéren ist (VS' € &, :
S'NX #£0 = S CS). Die Limes-Annahme ist, bei genauerer Betrach-
tung, zumindest gewagt. Aber sie vereinfacht die Theorie. Gliicklicherweise
konnen wir ohne sie auskommen, wie wir spater sehen werden.

Um die Wahrheitsbedingung flir Konditionale kurz darstellen zu konnen,
fithren wir eine Definition ein: min,(X) soll die a naheliegendste Sphére in
&, sein, die sich mit X (nicht-leer) tiberschneidet, falls es eine solche gibt;
anderenfalls sei min, (X) die leere Menge. Also

DEFINITION 5. Fir X NS, = 0 sei min,(X) =0 (in (W, S)).
Anderenfalls sei min, (X) =S (in (W, 6)) gdw
1. Se &,
2. SNX #0, und
3.V eG,:SNX#0D = SC¥S.

Schlielich sei fir jede Teilmenge X von W, e (X) = min,(X) N X.

Der Hinweis darauf, da$ fiir jedes a € W die Abbildungen min, und g, im-
mer relativ zu einem Sphérenrahmen (W, &) zu verstehen sind, ist wichtig.
Wir kénnen ihn aber im folgenden implizit lassen, da wir uns in einem
Kontext immer nur auf einen Sphérenrahmen beziehen werden.

Die erste Zeile der Definition behandelt den Fall, daff X eine abwegige

4 Ebenso kénnte man (Scs) aus der Grundkonzeption von Sphiren herausnehmen und
durch eine schwéchere Zentrierungsbedingung ersetzen. Wir werden darauf zuriickkom-
men; siehe p. 240.
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Bedingung ist, d.h. die Menge X nur aus Welten besteht, die auflerhalb
des Sphérensystems liegen. Im Hauptfall (“anderenfalls ...”) einer nicht
abwegigen Bedingung X besteht die Menge 1,(X) aus allen X-Welten in
der kleinsten Sphére um a, in der es iiberhaupt X-Welten gibt; mit anderen
Worten, p,(X) ist die Menge der a-ghnlichsten X-Welten. Hier setzt die
Definition voraus, dafl es genau eine Sphéare S gibt, welche die Bedingungen
1-3 erfiillt, d.h. eine Sphére, in denen es X-Welten gibt (Existenz) und
die keine kleineren (dem Punkt a ndheren) Sphéren mit X-Welten enthélt
(Einzigkeit). In allen endlichen Sphérensystemen ist diese Voraussetzung
natiirlich erfilllt. Fiir unendliche Sphérensysteme ist es die Limes-Annahme
(Sla), welche die Voraussetzung garantiert. Aus der Definition folgt daher
unmittelbar, dafl

(Sla/) XN J&a # 0 = ming(X) # 0.
Die Wahrheitsbedingung fiir J-Formeln kénnen wir nun so definieren:
(20) o= AT B gdw pa[4] C [B]

(mit pe[A] kurz fir pe([A])). Wenn A eine abwegige Bedingung ausdriickt,
also [A]NJS, = 0, dann ist ps[A] = 0 und somit gilt « = A O B fiir
beliebige Formen B. Im Hauptfall [A]N{J &, # 0 148t sich diese Wahrheits-
bedingung z.B. so wie in den Diagrammen 4-7 (s.u.) illustrieren.

In Sphérenmodellen scheitern (Verst), (Trans) und (Kontrap) auf recht
anschauliche Weise.

— In den Diagrammen 4-7 liegt pq(A) (mit A* angedeutet) immer im
Bereich der B-Welten; also gilt tiberall a = A 1 B nach der Wahrheits-
bedingung fiir (7).

— In Diagramm 5 ist jedoch pg(A A C) nicht in B enthalten; also nicht
aEAANCOB.

— In Diagramm 6 gilt auch a = B O C, jedoch nicht « E A O C, da
pa(A) Z [CT.

— In Diagramm 7 ist p,(—B) nicht vollstdndig in [-A] = W\ [A] enthal-
ten; also nicht a = —-B 1 —A.

Von Sphiren zu Relationen. In welcher Beziehung stehen Sphérenrah-
men zu den frither betrachteten variabel strikten Rahmen fiir Konditionale?
In Sphirenrahmen (W, &) koénnen wir eine Relation R® C (W) x W x W
so definieren:

(R®) R$ab gdw b€ po(X).
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DIAGRAMME 4-7. (Im Uhrzeigersinn.) Der Bereich rechts von der mit
A beschrifteten Geraden sei der Bereich der A-Welten. A* deutet y,(A)
an (grauer Bereich); ebenso fiir die {ibrigen Buchstaben*. Diagramm
4 illustriert die Wahrheitsbedingung fiir den Hauptfall [A] # (). Dia-
gramme 5-7 zeigen jeweils ein Gegenbeispiel zu (Verst), (Trans) und
(Kontrap).

(Wir erinnern uns, dafl 41, im Kontext relativ zu & ist.) Wenn wir fir Ry ab
wieder die Notationsvariante b € Rx (a) verwenden, dann kénnen wir (R®)
auch als Gleichung ausdriicken:

R$(a) = pa(X).

Die Relation, so definiert, setzt also zu a alle die Punkte b in Beziehung,
welche in der néchstgelegenen Sphire die Bedingung X erfiillen. Diese Re-
lation ist ersichtlich eine Relation desselben Typs wie die Relation R in
variabel relationalen Rahmen (vgl. p.210).

Aufgrund der Anordnung der Sphéren in einem Sphérenrahmen (W, &)
haben die daraus abgeleiteten variabel relationalen Rahmen (W, R®) gleich
eine Reihe von Eigenschaften. Dariiberhinaus sind Spharenrahmen einer-
seits und daraus abgeleitete relationale Rahmen andererseits im Sinne der
zweiten Behauptung des folgenden Satzes dquivalent.
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SATZ 5. Sei (W, &) ein Sphéarenrahmen.
1. Dann ist (W, R®) ein variabel relationaler Rahmen, der die folgenden
Bedingungen erfiillt (statt RS schreiben wir einfacher R):

(. ) Rxab = be X.
(cw) a € X = Rxaa.
(mod) Rx(a) =0 = Ry(a)NX =0.
(cs0) Rx(a) CY & Ry(a) C X = Rx(a) = Ry(a).
(cs) ae X & Rxab = a=0.
(cv) Rx(a)NY #0 = Rxny(a) C Rx(a).
2. (W, &) und (W, R®) sind dquivalent: Fiir beliebige Formeln A und In-
terpretationen I,

(W.6,1) | A gdw (W, R, 1) |5 A.

BEWEIS. Ad 1. Wir iibersetzen zuniichst, nach Def. (R®), in allen Be-
dingungen Rxxy als y € p,(X) [= min, (X) N X].

(id): Angenommen X = ), dann ming(X) = 0 und so pe(X) = 0. Also
gibt es kein b mit Rxab und somit ist die Implikation (id) auf leere Weise
wahr. Im anderen Fall, X # (), nechmen wir ferner an, daffi Rxab, d.h.
b € (1,(X). Dann ist b € X nach Def. 5.

(cw): Angenommen a € X. Dann ist X # 0 und also, nach Def. 5
und der Zentrierungsbedingung (Scs) fiir Sphéren, a € ming(X). Also ist
a € pe(X) [= min,(X) N X], d.h. Rxaa.

(mod): Angenommen min,(Y)NY N X # 0; zz. ming(X) N X # 0.
ming(Y) € &,, ist U6, N X # 0. Es folgt nach (Sla’), daf min(X)
und also (Def. 5.2) auch min,(X) N X # 0.

(cso): Wir nehmen an

Da
£0

(1) pa(X) Y und () palY) € X
sowie — fiir reductio — pq(X) # pq(Y), d.h.
Fb:(3) b€ pa(X) und (4) b ¢ pe(Y).

Aus (4) folgt b ¢ min,(Y) oder b ¢ Y. Letzteres ist jedoch aufgrund von
(1,3) ausgeschlossen; also

(5) b ¢ min,(Y).
Aus (5) und (3) (= b € min, (X)) folgt, daf

(6) ming (X) € min,(Y).
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Aus (2) folgt jedoch, daBl S = min,(Y') eine Sphére in &, ist mit SNX # (.
Also folgt nach Def 5.3, min,(X) C S, im Widerspruch zu (6).

(cs): Wir miissen zeigen, dafl im Falle a € X, 11,(X) = {a}. Dazu geniigt
es nachzuweisen, daf§ unter der Voraussetzung, min,(X) = {a}. Nach der
Zentrierungsbedingung (Scs) ist {a} die kleinste Sphére in &,. Da schon
diese Sphére X schneidet, ist {a} a-minimal in X.

(cv): Wir nehmen an, daf§

(1) pa(X)OY 2 0;

72z. pa (X NY) C pe(X), dh. ming(XNY)NXNY C min,(X) N X.
Sei S = min,(X). Wir zeigen zunéchst, dafl S = min,(X NY). (Da nach
(1) X und X NY nicht leer sind, kommt nur der Hauptfall der Def. 5 zur
Anwendung.) Aus (1) folgt unmittelbar, da SN(XNY') # (. Angenommen
nun, es gibe eine Sphére S’ C S mit ' N (X NY) # 0. Dann S’ N X # (.
Aber da S minimal in den X-schneidenden Sphéren ist, wire dann, nach
Def., 5.3 S € S’ — Widerspruch. Somit haben wir

(2) ming (X) = min, (X NY)
aus (1) bewiesen. Da nun
ming (X)NXNY C min,(X) N X,
so folgt durch Einsetzen gemifl (2) die gewiinschte Inklusion
min,( X NY)NXNY Cmin,(X)NX.
Ad 2. Es geniigt zu zeigen, dafl
palA] € [B] in (W, 6,v) gdw Rpyy € [B] in (W, RS, v),

was unmittelbar aus (R®) folgt. .

Von Relationen zu Sphiren. Im vorigen Abschnitt haben wir gezeigt,
daB es zu jedem Sphérenrahmen einen daraus abgeleiteten relationalen Rah-
men mit den fiir die Logik VC typischen Eigenschaften gibt. Wir zeigen
nun, dal auch der umgekehrte Weg moglich ist: Aus relationalen Rahmen
konnen wir Spharenrahmen ableiten. Das kann natiirlich nicht fiir beliebige
relationale Rahmen gelten. So falsifizieren z.B. Rahmen, in denen die Rela-
tion nicht die Bedingung (id), Rxab = b € X, erfiillt, das Schema A 1 A,
welches in allen Sphirenrahmen gilt. Relationale Rahmen, aus denen sich
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Sphéirenrahmen ableiten lassen, miissen also eine Reihe von Bedingungen
erfiilllen. Welches sind diese Bedingungen? Es zeigt sich (im Beweis des
néchsten Satzes), dafi die folgenden Bedingungen dem Zweck dienen.

(ex) 3X : Rxaa;

(id) Rxab = be X;

(cs) a € X und Rxab = a=1b;

(cn) Rx(a)NY # 0 = Ry(a) C Rx(a);
(disj) Rx(a) € Rxyuy(a) oder Ry(a) C Rxyuy(a).

Diese Zusammenstellung von Bedingungen hat im jetzigen Zusammenhang
vor allem eine technische Bedeutung, indem sie die Wahrheit von Satz 6
garantiert. Wir wollen variabel relationale Rahmen, welche die Bedingungen
(ex), (id), (cs), (cn) und (disj) erfiillen, schon im Vorgriff auf Satz 6 sphdroid
nennen. Fir jeden Punkt a € W eines spharoiden Rahmens sei eine Menge
G C p(W) wie folgt definiert:

(&) S e & gdw
1.VbeW: be§ = dX C W : Rxab, und
2.VXCW: XNS#0 = Rx(a) CS.

Die so definierten Mengen sammeln genau die Punkte ein, die zu a dhnlich
unter einer (nicht abwegigen) Bedingung X sind. Mit &% bezeichnen wir
diejenige Funktion, die jeden Punkt a € W auf die gerade definierte Menge
S abbildet. Es stellt sich heraus, daf8 die Elemente von G Sphiren sind.

SATZ 6.

1. Wenn (W, R) ein sphdiroider relationaler Rahmen ist, dann ist (W, &%)
ein Sphdrenrahmen.

2. (W, R) und (W, &%) sind dquivalent, d.h. fiir beliebige Formeln A und
Interpretationen I gilt:

(W,R,I) = A gdw (W,&% 1) = A.

BEwWEIS. Ad 1. Wir zeigen, da8 (W, &%) die Bedingungen (Scs), (Sli)
und (Sla) erfiillt.

(Ses): Mit {a} fiir b in (&) eingesetzt, ist die zweite Bedingung der
Definition dquivalent zu (cs) und die erste Bedingung folgt unmittelbar aus
(ex).

(Sli): Wir nehmen fiir reductio an, daff weder S C S’ noch S” C S (5,5’ €
S,). Dann gibt es Punkte b und ¢ mit

(1) be Sund (2) b¢ S sowie (3) c€ S  und (4) c ¢ S.
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Aus (1) folgt nach (&).1 3X : Rxab, also, nach (id), b € X, und also mit
(1), X NS # 0. Daraus schliefen wir nach (&£).2 auf (5) Rx(a) C S. Aus
(5) folgt aber auch

(*) R(xuy)(a) C 5.

(Denn aus (5) folgt zunéchst Rx (a)NS # (), und da, nach (id), Rx(a) C X,
haben wir so X NS # (. Aber dann auch (X UY)NS # 0, woraus (6) nach
(6F).2 folgt.) Mit einem exakt parallelen Argument fiihren wir (3) zu der
Konklusion

(1) Rixuy)(a) C S
Nun wenden wir (disj) an und schliefen aus (*) und (f)
Rx(a) C S oder Ry(a) CS.

Im Falle des linken Disjunkts haben wir dann b ¢ Rx(a) aus (2) und im
Falle des rechten Disjunkts ¢ ¢ Ry (a) aus (4) — was dem obigen Schluf} aus
(1) auf Rxab bzw. dem parallelen Schluf} aus (3) auf Ry ac widerspricht.

(Sla): Wir nehmen an, da8 (1) |J&Z N X # (. Dann ist nach (R®) die
folgende Familie X von Mengen S nicht leer:

(X) X:={Sc&l.snX +p}.

Wir zeigen, dal Rx(a) € X und daf Rx(a) minimal in X ist.

Rx(a) € X. Denn Bedingung (&F).1 ist trivial erfiillt. Die Bedingung
(6F).2 gilt aufgrund von (cn).

Rx(a) ist minimal in X. Denn, sei S € X. Dann SN X # 0. Es folgt
aufgrund (&1).2, daB Rx(a) C S.

Ad 2. Gegeben eine beliebige Interpretation I, zeigen wir, dafl

(W,R, 1) = C gdw (W,&%. 1) = C

durch Induktion iiber den Aufbau von C. Der interessante Schritt ist der,
in dem C' ein Konditional A 1 B ist. Hier ist zu zeigen:

(%) Vb: Rxab = beY gdw min,(X)NX CY.

Nun ist min,(X) = S genau dann, wenn S minimal in X (wie soeben
in (X) definiert) ist. Wir haben gesehen, dafl S = Rx(a). Da, nach (id),
Rx(a) = Rx(a)NX, so ist die rechte Seite von (x) dquivalent zu Rx(a) C Y
und damit auch dquivalent zur linken Seite. .
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Die Limes-Annahme. Wenn die Linie = ———————  kiirzer als 2 cm
ware, dann ware sie kiirzer, als sie es tatsachlich ist. Wie kurz wére die Linie,
wenn sie kiirzer als 2 cm ware? Wiére sie dann einen halben Zentimeter
kiirzer? Aber Welten, in denen die Linie ein viertel Zentimeter kiirzer wére,
sind unserer Welt ahnlicher als solche, in denen sie einen halben Zentimeter
kiirzer ist — und um ein achtel Zentimeter kiirzere Linien sind unserer Welt
noch dhnlicher. Ganz allgemein gibt es fiir eine Welt, in der die Linie 2—4 cm
lang ist, eine unserer Welt dhnlichere, in der sie 2 — % cm lang ist. Also gibt
es keine Welten, in der die Linie auf die unserer Welt dhnlichste Weise kiirzer
als 2 cm ist. Durch fortgesetzte Verkleinerung der Differenz 6 konnen Welten
unserer Welt immer dhnlicher werden und dabei die Bedingung erfiillen, daf3
die Linie kiirzer als 2 cm ist. Es gibt also Antezedens-Bedingungen, die in
Weisen erfiillt werden konnen, die der aktualen Welt immer nédher kommen,
ohne dabei an eine Grenze zu stoflen. In solchen Féllen ist die Limes-
Annahme falsch. Aber wenn die Limes-Annahme fiir manche Bedingungen,
die im Antezedens eines Konditionals ausgedriickt werden koénnen, falsch
ist, dann kann sie keine Bedingung sein fiir Modelle, die wir zur Beurteilung
beliebiger Konditionale verwenden mdchten.

Was geschieht, wenn wir auf die Limes-Annahme verzichten? In diesem
Fall ist die Funktion min, fiir solche Bedingungen [A] nicht definiert, die zu
unendlichen Annaherungsketten fithren. Daraus folgt, das dann auch der
Ausdruck p,[A] keine Bedeutung hat. Die rechte Seite der Wahrheitsbe-
dingung

(Je) a A7 B gdw p.[A] C [B]

ist dann unwahr — ohne falsch zu sein. Wenn aber die rechte Seite von (J)
nicht wahr ist, dann kann auch die linke Seite nicht wahr sein, d.h.

(1) al~EADB.

Also wire z.B. der Satz “Wenn die Linie [siche oben]| kiirzer als 2 cm wire,
dann wiére sie kiirzer, als sie es tatsichlich ist” nicht wahr — was offenkundig
falsch ist.

Nun ist es so, dafl aus der Limes-Annahme folgt, dafl jede Teilmenge A
von |J &, eine kleinste und eine groBte Sphére enthéilt. Da A verschachtelt
unter C ist (Bedingung Sli), so ist unter dieser Annahme garantiert, daf
JA und (A ebenfalls Sphéren in |J&, sind. Ohne die Limes-Annahme
miissen wir diese wichtige Garantie in die Definition eines Sphéarenrahmens
explizit aufnehmen. Ein Sphérenrahmen (W, &) steht deshalb unter den
folgenden Bedingungen:
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(Scs) 6, ist auf a zentriert: {a} € &,.

(Sli) &, ist verschachtelt: VS, 5" € &, : S C S oder S’ C S.

(SU) &, ist unter Vereinigung abgeschlossen: VAC G, : |JA € &,.
(SN) &, ist unter nicht-leeren Schnitten abgeschlossen:

VA#D C S, :NA€ &,.
Die Wahrheitsbedingung fiir (J) ist nun folgende:

S, N[A] =0, oder

(3) e ATB gdw {BeamﬁA%¢@undHSeea:SmﬂAﬂ c [B].
Die erste Zeile der rechten Seite behandelt den Fall, dal A abwegig ist. Fir
diesen Fall sieht () vor, dafl das Konditional (auf leere Weise) wahr ist;
vgl. den Abschnitt iiber unmégliche Antezendentes, p.226. Die zweite Zeile
behandelt den Hauptfall, [A] # 0. In diesem Fall suchen wir eine Sphére
S, in der es A-Welten gibt. Wenn in allen A-Welten in S auch B wahr ist,
dann ist das Konditional wahr und umgekehrt. Das erste Diagramm auf
p. 232 illustriert diesen Fall (wobei A* nun einfach S N [A] bezeichnet.)

Die Bedingungen (J¢) und (3J) stimmen tiberein in allen Féllen, in denen
die Limes-Annahme erfiillt ist. Fiir [A] = 0 ist das offensichtlich. Betrach-
ten wir also den Hauptfall, [A] # 0. Zu zeigen ist

IS €6, :SN[A] C[B] gdw ming[A] N [A] C [B].

Unter der Limes-Annahme (Sla) ist min,[A] € &, und die Aquivalenz gilt
daher von rechts nach links. Fiir die andere Richtung nehmen wir die linke
Seite an. Es sei A = {S : SN [A] # 0}. Nach (SU) ist A € &, und
erfiillt auch die tibrigen Bedingungen fir (].A = min,[A] (Def. 5). Da
min,[A] € S, so auch min,[A] N [A] € S N [A4] und also aufgrund der
Annahme iiber S, min,[A] N [4] C [B].

Im Falle unendlicher Ketten von a immer nidher kommenden Sphéren,
ergibt (10) jetzt das richtige Ergebnis. Das Konditional A 1 B (mit erfill-
barem Antezedenz) ist in a genau dann wahr, wenn folgende Situation
zutrifft: Indem wir der Welt a immer néher liegende A-Sphéren betrach-
ten, stoflen wir schlieflich auf eine A-Sphére, in der alle A-Welten auch
B-Welten sind. Im Falle des Antezedens “Wenn die Linie kiirzer als 2cm
wére ...” miissen wir uns von der aktualen Welt a nicht weit entfernen, um
auf eine Sphére von Welten zu stoflen, in der die Linie kiirzer ist, als sie es
tatsachlich ist. Das Konditional

(47) Wenn die Linie kiirzer als 2 cm wére, dann wére sie kiirzer, als sie es
tatsachlich ist
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wird also wahr unter der neuen Wahrheitsbedingung (J). Wie sieht es
jedoch mit dem folgenden Konditional aus?

(48) Wenn die Linie kiirzer als 2 cm wére, dann wiirde der Leser es beim
Nachmessen bemerken.

Die Sache ist nicht so klar. Einerseits scheint das Antezedens von (48) von
der Art zu sein, welche zur Betrachtung dicht angeordneter Sphéren zwingt:
Die Differenz 6, um welche die Linie kiirzer als 2 cm ist, kann beliebig
klein werden. Léngen, die man mit einem einfachen Lineal messen kann,
sind jedoch nicht beliebig klein. Also ist (48) falsch. Andererseits kann die
Rede vom Lineal im Konsequens im passenden Kontext die Limes-Annahme
gewissermafen in Kraft setzen. Ein passender Kontext wére zum Beispiel
der Geometrieunterricht, in dem die Schiiler eine Lineal- und Zirkelkon-
struktion durch Langenmessung nachpriifen sollen. Dabei werden immer
Toleranzen eingerdaumt. (Die Differenz 6 bekommt einen fixen Minimalwert
und kann nur ein ganzzahliges Vielfaches dieses Wertes betragen.) Wenn die
Toleranz im Kontext bei 1 mm liegt, dann gelten alle Linien als gleich lang,
wenn sie sich nicht um mehr als 1 mm unterscheiden. Das hat den Effekt,
daf} “kiirzer als” in (48) nicht als eine dichte, sondern als eine diskrete Rela-
tion interpretiert wird. Unter dieser Interpretation sind fiir die Beurteilung
von (48) nur endlich viele Sphéren zu betrachten und das Konditional ist
wahr. Ob wir ein Konditional in dichten oder diskreten Sphéarensystemen
beurteilen sollten, héngt offenbar nicht nur vom semantischen Gehalt des
Antezedens, sondern auch vom Kontext ab.

Das éndert nichts daran, daf3 die Limes-Annahme etwas Falsches {iber die
Relation der Ahnlichkeit zwischen Welten sagt. Da Ahnlichkeit grundsatz-
lich eine dichte Relation ist, so sind Sphérensysteme immer dicht angeord-
net. Aber in vielen Fillen erlaubt der Kontext die Dichte zu ignorieren.
In solchen Féllen sind die relevanten Sphéren diskret voneinander unter-
schieden. Fiir die relevanten Sphéren gilt dann die Limes-Annahme, obwohl
das System als solches dicht angeordnet ist.

Logik der Sphéaren. Die Limes-Annahme spielt fiir die logische Theorie
keine Rolle; sie ist fiir dichte und diskrete Sphéarensysteme gleich. Es sei
SPH; die Klasse aller Sphiarenmodelle so, wie wir diese zu Anfang, d.h.
mit der Limes-Annahme (Sla) und der Wahrheitsbedingung (J,) definiert
haben. Dagegen sei SPH die Klasse der Spharenmodelle so, wie wir sie im
letzten Abschnitt neu definiert haben, d.h. ohne (Sla), dafiir jedoch mit dem
Abschlufl unter Vereinigung und Schnitt und der neuen Wahrheitsbedingung
(0), welche die Limes-Annahme nicht voraussetzt. Dann sind in SPH, und
in SPH genau dieselben Formeln giiltig. Es stellt sich heraus, dafl dies die
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Das System VC

T. Alle Tautologien
A A
REA. (AdB)— (A 0B)
BiAN---ANB, —» B
. <
RK (ADB)AN---AN(ADB,) — (A3B) (0=n)
AA— B
MP. T
ID. AJA
CSO. (AJAYAN (A3 A) - (ADB)— (A" 2B))
CV. (A>B)A(ADJC)—=(AANB Q)
MOD. (mAD1l)—» (B34
CW. (AJB)— (A— B)
Cs. AANB — (A3 B)

Theoreme der Logik VC sind; vgl. die Tafel unten. '®

Bis einschliefllich MOD sind alle Schemata der Tafel in die Sphérensysteme
gewissermafien eingebaut. Wenn die semantische Analyse kontrafaktischer
Konditionale in Sphérensystemen iiberzeugt, dann kann keines dieser Sche-
mata strittig sein. Etwas anders steht es um das Schema CS. Es wird
durch die starke Zentrierungsbedingung (Scs) erzwungen, wonach in jedem
Sphérensystem auf einer Welt a die Menge {a} als kleinste Sphére enthal-
ten ist. Einerseits ist die Bedingung durch die Modellierungsidee sehr gut
motiviert; andererseits ist das zugehorige Schema negativ auffallig: Nicht
jedes zuféllig wahre Paar von Aussagen scheint entsprechende Konditionale
(in beide Richtungen) zu implizieren. Vielleicht sollten wir deshalb einer

15 Bin Vollstandigkeitsbeweis iiber die Methode der kanonischen Modelle findet sich in
[182].
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schwiicheren Zentrierungsbedingung den Vorzug geben: {a} ist nicht immer
die kleinste Sphére in &,, aber a ist der gemeinsame Kern aller Sphéiren auf
a, d.h. a ist in allen Sphéren als Element enthalten. Genauer formuliert,
ist diese Bedingung der schwachen Zentrierung gemeint: 16

(Scw) IS€G,:S#PundVSe€G,:S#0 = acS.

Diese Bedingung entspricht dem unkontroversen Schema CW. Wenn wir
aus den Schemata der Tafel das Schema CS streichen, dann erhalten wir
eine Axiomatisierung der in schwach zentrierten Sphérensystemen giiltigen
Formeln. Dieses System wird VW genannt. Fiir eine Axiomatisierung von
VC ist das Schema CW in der Tafel redundant; vor dem Hintergrund der
anderen Schemata folgt dieses aus CS. Fiigen wir VC noch das Schema

CEM. (AJB)Vv(AD-B)

hinzu, so entsteht Stalnakers System C2 (bei Lewis VCS). In der Sphéren-
semantik entspricht CEM der Bedingung, daf} es in jedem Sphérensystem
fiir jede nicht abwegige Proposition X eine Sphére S gibt, so dal X N S
genau eine Welt enthalt.

Die Theorie kontrafaktischer Konditionale, die wir bis hierher vorgestellt
haben, ist eine reife Theorie, nicht anders als die Modelltheorie der Modal-
logik. Die Theoriebildung hat schon frith einen Fixpunkt erreicht — im
Grunde schon mit Lewis’ Untersuchung [182] aus dem Jahre 1973.17 Das
gilt sowohl fiir die Art der semantischen und logischen Analyse als auch fiir
die ausgezeichnete Stellung gewisser Systeme unter der Grundinterpreta-
tion. Die Systeme VW und VC sind — wie S4 und S5 in der Modallogik —
als Referenzpunkte wenig umstritten. Weitgehend unumstritten ist es auch,
daB kontrafaktische Konditionale wichtige Aspekte der Welt beschreiben.
Dafl Kochsalz 16slich ist, ist eine Tatsache, und genau diese Tatsache wird
auch beschrieben durch das Konditional “Wenn man Kochsalz in Wasser
geben wiirde, dann wiirde es sich darin auflésen”. Mit anderen Worten,

16 Wenn wir (Scs) durch die neue Bedingung ersetzen, daf8 a in allen Sphéren enthalten
sein muf}, dann garantiert jetzt nur die Bedingung (SU), dafl ein Sphérensystem nicht
leer ist. Aber die blofle Garantie, dal ) € S, ist zu wenig fiir eine nicht-triviale logische
Theorie. Deshalb brauchen wir eine Bedingung, die mindestens eine nichtleere Sphére in
Sq erzwingt. Genau das ist der Sinn des ersten Konjunkt von (Scw).

17 Diese schliefft an noch frithere Arbeiten an von Lennart Aquvist, Kit Fine, Hans Kamp
und Robert Stalnaker.
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wenn Dispositionseigenschaften auf Stoffe zutreffen kénnen — was kaum je-
mand bestreitet —, dann miissen auch die entsprechenden kontrafaktischen
Konditionale wahr sein konnen.

Die Theorie indikativischer Konditionalsétze, der wir uns jetzt zuwenden,
ist dagegen weitaus unabgeschlossener. Das betrifft auch die grundséatzliche
Frage, ob sich fiir solche Konditionale iiberhaupt Bedingungen angeben
lassen, unter denen sie etwas zutreffend beschreiben, also wahr sind. Unum-
stritten ist, dafl ein Sprecher mit einem Konditional wie “Wenn der Zug
piinktlich abgefahren ist, dann wird er auch piinktlich eintreffen” Auskunft
iiber seinen Uberzeugungszustand gibt, namlich, daf dieser so ist, daff der
Sprecher glaubt, der Zug komme piinktlich an, sobald er glaubt, dafl er
piinktlich abgefahren sei. Wenn sein Uberzeugungszustand nicht so ist,
dann sollte er das Konditional nicht behaupten. Dafl zu Konditionalen
Bedingungen gehoren, unter denen sie richtig behauptet werden konnen,
ist also nicht kontrovers. Aber kénnen Konditionale dariiber hinaus auch
wahr oder falsch sein? Beschreiben sie Tatsachen, so wie es das kontrafakti-
sche Kochsalz-Konditional tut? Wenn ja, welche Tatsache wird durch diese
eigentiimliche Kombination zweier Sitze beschrieben?

6. Indikativische Konditionale

Jacksons Tatséchlichkeitsargument (vgl. p.201) weist auf einen wesent-
lichen Unterschied zwischen kontrafaktischen und indikativischen Kondi-
tionalen hin: Jene bringen alternative mogliche Welten ins Spiel, diese tun
das nicht. Wenn indikativische Konditionale iberhaupt Wahrheitsbedin-
gungen haben, dann spielen fiir die Wahrheit von Wenn A, dann B in einer
Welt a allein Eigenschaften dieser Welt a eine Rolle. Wenn die Wahrheitsbe-
dingung in irgendeiner Weise rekursiv sein soll, dann bedeutet das, dafl der
Wahrheitswert von Wenn A, dann B in a bestimmt wird von Eigenschaften
der Teilsétze A und B in a. Die einfachste und daher zunéichst auch plau-
sibelste Hypothese ist, dal die einzig relevanten Eigenschaften, um die es
hier gehen kann, die Wahrheitswerte von A und B in a sind. Nach dieser
Hypothese ist das Konditional Wenn A, dann B eine Wahrheitsfunktion
der Teilsétze A und B, und offenbar kommt hier nur diejenige Funktion in
Frage, die wir so ausdriicken kénnen:

MAT. a = Wenn A, dann B gdw a = A oder a = B,

d.h. indikativische Konditionale haben die Wahrheitsbedingungen materi-
aler Konditionale.

Diese Hypothese MAT steht, fiir sich betrachtet, nicht gut da angesichts
von Beispielen wie diesen:
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(49) (a) Peter hat einige Klausuren bestanden.
(b) Peter wird zur Abschluipriifung zugelassen.
?Also: (c) Wenn Peter keine Klausur bestanden hat, dann wird er
zur Abschlulpriifung zugelassen.

(50) (a) Die Staatsschulden werden nicht abgebaut.
(b) Die Krise hélt an.
? Also: (c) Wenn die Schulden abgebaut werden, dann hilt die Krise
an.

Unter den Annahmen (a) und (b) wiirden wir die konditionale Konklusion
(c) normalerweise nicht behaupten wollen. Aber (c) ist wahr unter den
Annahmen (a) und (b) und der Wahrheitsbedingung MAT. Wir miissen also
entweder die Hypothese MAT aufgeben oder den Schlufl von der Wahrheit
auf die Behauptbarkeit von (c) blockieren.

Grice: Konditionale und Gesprachsimplikatur. Nach Grice [118]
sollten wir bei der Betrachtung von Konditionalen pragmatische Aspekte
mit einbeziehen. Es ist eine Binsenweisheit, dafl man nicht allein durch das
AuBern wahrer Sitze zu einem gelungenen Gespriich beitréigt. Beispiels-
weise ist es nicht sehr hilfreich, wenn ein Arzt seinem Patienten mitteilt,
dafl er unter Migrane oder an einem Hirntumor leidet, wenn der Arzt ent-
weder die Migrine oder den Tumor schon festgestellt hat. Die schwéchere
disjunktive Aussage ist zwar wahr, aber im Kontext interessiert allein die
informativere, stirkere Aussage. Wahre Aussagen sind nicht in jedem Kon-
text auBerbar oder behauptbar, wie wir fortan sagen wollen. 8 Fir ein
erfolgreiches Gespriich gibt es gewisse Regeln. Gespriche sind kooperative
Unternehmungen, die vornehmlich dem Zweck dienen, Information auszu-
tauschen. Daher gilt die oberste Regel, sich im Hinblick auf den Zweck
kooperativ zu verhalten. Das ist man nur dann, wenn man ehrlich ist, sich
so deutlich wie mdglich ausdriickt, zum Punkt spricht und nicht hinter dem
Berg hiilt. Grice hat diese Bedingungen in Maximen gefafit, zu denen auch
die folgende gehort: 19

18 Umgekehrt, miissen auch nicht alle behauptbaren Aussagen wahr sein. Wenn der
Sprecher seinen “epistemischen Pflichten” nachkommt — Aussagen nach bestem Wissen
und Gewissen macht —, dann kénnen wir ihn nicht fiir die Behauptung von Aussagen
kritisieren, die sich als falsch herausstellen.

19 Die anderen Maximen sind die Maxime der Qualitit (behaupte nur, was Du fiir wahr
und ausreichend begriindet haltst), die Maxime der Relation (enthalte Dich irrelevanter
Behauptungen), und die Maxime der Art und Weise (driicke Dich so klar und deutlich
wie moglich und in guter Reihenfolge aus). Dafl Gesprédche im Normalfall kooperative
Unternehmungen sind und also von Normen bestimmt werden, die den Erfolg der Kooper-
ation sichern sollen, ist einleuchtend. Die Theorie von Grice in [118] ist ein erster Versuch,
diese Normen zu bestimmen und die Unterscheidung zwischen Wahrheit und Behaupt-
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Die Mazime der Quantitat
Behaupte nicht weniger als Du weifit und nicht mehr als dem Zweck
des Gespréchs dienlich ist.

Normalerweise unterstellen Sprecher einander, dafl sie die Maxime befol-
gen. In diesem Sinne trigt jeder Redebeitrag eine sogenannte Gesprachs-
implikatur: In einem Gesprachskontext ist eine Aussage B Implikatur einer
Behauptung A (unter der Quantitidtsmaxime), wenn

(a) der Horer davon ausgehen darf, dal der Sprecher, indem er A be-
hauptet, die Maxime der Quantitit befolgt;

(b) diese Annahme den Hoérer berechtigt auf B zu schlieflen (und dieser
dazu auch in der Lage ist); und

(c) der Sprecher davon ausgehen muf, daf (b) der Fall ist.

Nach der Maxime der Quantitiit trigt Peters Auferung des Satzes “Die
Eintracht oder die Borussia spielen um den Pokal” in einem typischen Kon-
text die Implikatur, dafl Peter sich nicht in der Lage sieht, zu sagen, welche
von beiden Mannschaften ins Finale einziehen wird. Diese Implikatur kann
er aufheben, indem er dem Satz einfach hinzufiigt: “... und ich weifl auch
schon, wer es sein wird”. Die Moglichkeit, eine Implikatur B einer AuBerung
von A zu streichen, indem man einfach =B der Aussage A hinzufiigt, un-
terscheidet Implikaturen von Implikationen — und ist somit ein Test auf
das Vorliegen einer Implikatur. Denn, wenn A die Aussage B (material)
impliziert, dann ist die Konjunktion A A —=B widerspriichlich. Wenn die Be-
hauptung von A dagegen B “implikiert”, dann generiert die Hinzufligung
von =B keinen Widerspruch, sondern “léscht” einfach nur die normalerweise
unterstellte Aussage B.

Die Maxime der Quantitat gibt eine Moglichkeit an die Hand, zu erkléaren,
was Beispiele wie (49) und (50) so merkwiirdig macht, ohne dafl wir die ein-
fache Wahrheitsbedingung MAT fiir indikativische Konditionale aufgeben
miissen. Es lafit sich keine einigermafien normale Situation denken, in
der ein Sprecher (c) zurecht behaupten konnte, wenn er (a) oder (b) fiir
wahr hélt. Denn, in normalen Kontexten geduflert, tragt (c) die Implikatur,
daB8 der Sprecher nichts stidrkeres behaupten kann. Aber genau diese Im-
plikatur ist falsch; er konnte ja (a) oder (b) behaupten und damit dem
Gespréchszweck besser dienen. Die Bedingungen fiir die Behauptbarkeit
von (c) sind also nicht erfiillt. Das Konditional (¢) ist, obgleich wahr unter
einer der Voraussetzungen (a) oder (b), nicht behauptbar. Daher wiirde

barkeit systematisch anzugehen. Bei genauerem Hinsehen steht eine solche Theorie vor
schwierigen Herausforderungen; viele davon behandelt schon Grice in spéteren Schriften
(gesammelt in [119]); vgl. auch [60].
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auch niemand in einem normalen Gesprich ein Argument wie (49) oder
(50) vorlegen wollen, obgleich es doch giiltig ist.

Die Theorie der Gesprachsmaximen blockiert also den Schluff von der
Wahrheit eines Konditionals auf dessen Behauptbarkeit. Sie erklért, warum
wir an den Konditionalen (c) in (49) und (50) Anstofl nehmen: Die Kondi-
tionale sind wahr, jedoch falsch verwendet. Die andere Moglichkeit, unserer
Ablehnung der Konditionale zu erkléren, bestiinde in einem Nachweis ihrer
Unwahrheit: Wir wiirden so die Wahrheitsbedingung MAT zuriickweisen
und (c) als Beispiele einer neuen Sorte von Konditionalen identifizieren.
Welcher Erklarung sollten wir den Vorzug geben?

Gesprachsmaximen haben eine einfache Erlarung im sozialen Zweck von
Sprache tiberhaupt. Menschen sind auf Kooperation angewiesen. Gesprachs-
maximen sind Normen, die den kooperativen Zweck sprachlicher Kommu-
nikation sichern sollen. Grice zieht daraus einen methodologischen Schluf,
der manchmal das “Grice’sche Rasiermesser” genannt wird:2° Wenn zwei
Erklarungen eines sprachlichen Phanomens angeboten werden, von denen
die eine ausschliellich auf allgemeine Kooperationsmaximen zuriickgreift,
wéahrend die andere spezifischere Erklarungen bemiihen mufl, dann ist im-
mer der ersten der Vorzug zu geben, da sie auf einer allgemeineren und
letztlich sprachunabhangigen Erklarungsbasis beruht.

Die entscheidende Frage ist: Reichen Gespréachsmaximen aus, um die gegen
die Hypothese MAT sprechenden Daten tiber indikativische Konditionale zu
erklaren? Der Versuch, MAT durch den Riickgriff auf Gespriachsmaximen
zu retten, ist von zwei Moglichkeiten bedroht. Erstens, konnte die Theo-
rie material wahre Konditionale als behauptbar passieren lassen, die es
tatséichlich nicht sind. Die Grice’sche Theorie wiirde dann nicht alle Gegen-
beispiele zu MAT ausschalten konnen — ihr Behauptbarkeitsbegriff wiirde
“libergenerieren”. Zweitens, konnte die Theorie auch untergenerieren. Dann
wiirde sie material wahre Konditionale als nicht behauptbar aussondern, ob-
wohl sie durchaus behauptbar sind. Die folgenden Beispiele bedrohen die
Theorie mit dem Vorwurf der Untergenerierung;:

(51) Es wird nicht regnen. Falls es (doch) regnet, gehen wir ins Haus.
(52) Das Spiel gewinnen wir. (Selbst) wenn Meier ausfillt, gewinnen wir.

20 Das spielt auf Ockhams Rasiermesser in der Ontologie an: Entitdten sind nicht ohne
Not zu vermehren. Das Grice’sche Rasiermesser wird gegen die Vermehrung semantischer
Entitaten gefiihrt.
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Die Beispiele sind analog zu (49) und (50) konstruiert. Der jeweilige Nach-
satz ist ein Konditional; in (51) wird dessen Antezedens eingangs verneint,
bzw. in (52) wird dessen Konsequens eingangs bejaht. Im Gegensatz zu
(49) und (50) haben diese Paare aber iberhaupt nichts merkwiirdiges an
sich. Wir konnen uns zwanglos Situationen vorstellen, in denen jeweils
einer der Sédtze in (51) bzw. (52) behauptet werden. In solchen Situationen
behauptet der Sprecher ein Konditional, obwohl er zuvor eine stérkere Be-
hauptung macht. Damit verletzt der Sprecher die Quantitatsimplikatur des
Konditionals — und wir wiirden das nicht beanstanden. 2!

Angenommen Peter ist tiberzeugt, dafl die Eintracht gewinnt, daf} der
Torwart nicht ausfallt und der Einsatz von Meier, im Gegensatz zu dem
des Torwarts, keinen Einflul auf das Spielergebnis haben wird. Nach der
Grice’schen Theorie sind beide Konditionale nicht behauptbar:

(53) Wenn Meier ausfillt, gewinnt die Eintracht.
(54) Wenn der Torwart ausféllt, gewinnt die Eintracht.

Aber wahrend Peter sehr wohl und zurecht (53) behaupten konnte, wiirde
er (54) sicher nicht behaupten wollen. Den Unterschied in der Behaupt-
barkeit der beiden Konditionale kénnen wir nicht allein im Riickgriff auf
die Quantitdtsmaxime erkléaren.

Daf3 die Quantitatsmaxime allenfalls cum grano salis zu nehmen ist, zeigt
sich selbst an ihrem Schaufensterstiick, dem Gebrauch von Disjunktionen.
Angenommen Peter ist sich sicher, dafl Meier spielen und dafl Miiller auf-
grund einer schweren Verletzung ausfallen wird. Nach der Maxime sollte
Peter deshalb auf die Frage nach der Mannschaftsaufstellung nicht mit der
Disjunktion “Meier oder Miiller spielt” antworten. Angenommen aber, Pe-
ter und Hans sind im Stadion, die Aufstellung wird kurz auf dem Bildschirm
gezeigt, Hans ist abgelenkt, und Peter sicht nur den Anfangsbuchstaben
“M”. Hans fragt: “Wer spielt?” Die Antwort “Meier oder Miiller” scheint
vollig in Ordnung zu sein, obschon sich an der doxastischen Situation von
Peter nichts gedndert hat.?? Peter konnte — miifite aber nicht — so fortset-

21 Gegen (51) konnte eingewandt werden, da das Konditional mehr als eine bloBe Ab-
schwichung von “Es wird nicht regnen” ausdriickt. Es scheint auch eine Aufforderung
auszudriicken, welche die blofle Negation des Antezedens nicht zu verstehen gibt. In
(52) scheint das Konditional nicht eine Abschwéichung des Konsequens, sondern, im
Gegenteil, eine Verstiarkung auszudriicken: Wir gewinnen in jedem Fall. Es ist nicht
zu bestreiten, dafl die Grice’sche Theorie iiber betrdchtliche Ressourcen verfiigt. Die
Herausforderung besteht darin, diese Ressourcen in einer Weise zu mobilisieren, die nicht
ad hoc erscheinen muf3 und dem Grice’schen Rasiermesser Scharten zufiigt. Wie grofl —
und vielleicht untiberwindlich — die Schwierigkeiten wirklich sind, zeigt [146].

22 Beispiel adaptiert aus [148, p. 23]. Das Beispiel weist voraus auf den Begriff der
Robustheit einer Information; siehe unten. Die schwéchere Auskunft “Meier oder Miiller”
ist robust gegen die Moglichkeit, dafl Meier nicht spielt, auch wenn Peter das fiir wenig
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zen: “... Aber Miiller ist verletzt. Also spielt Meier.” Ein solcher, véllig
natiirlicher Gespréachsbeitrag, wiirde durch die Quantitidtsmaxime infrage
gestellt. Wir brauchen daher eine alternative Theorie des angemessenen
Gebrauchs solcher Sétze.

7. Konditionale und konditionale Wahrscheinlichkeit

Eine Beobachtung, die uns auf den richtigen Weg bringen konnte, ist, daf3
Peter (53) eine hohere Wahrscheinlichkeit zumifit als (54). Unter den ge-
machten Annahmen, ist Peters Wahrscheinlichkeit fiir das erste Konditional
sehr hoch, wahrend die fiir das zweite Konditional sehr niedrig ist. Peter
sollte sicher nichts behaupten, was er fiir wenig wahrscheinlich hélt. Und,
soweit relevant und schicklich, sollte er Aussagen zum Gespréch beisteuern,
von deren hoher Wahrscheinlichkeit er iiberzeugt ist. Es ist daher eine nahe-
liegende Frage, ob und, wenn ja, wie die Behauptbarkeit eines Konditionals
mit der Wahrscheinlichkeitseinschatzung des Sprechers einhergeht.

Exkurs iiber Wahrscheinlichkeit. Wahrscheinlichkeiten werden Ereig-
nissen zugeordnet — das wollen wir hier jedenfalls annehmen. Wir wollen
ferner annehmen, dafl Ereignisse durch die Sétze einer Sprache beschrieben
werden. Eine Wahrscheinlichkeitsfunktion tiber einer Menge von Ereignis-
sen ist dann eine Abbildung P, die jedem Satz A, der ein Ereignis in der
Menge beschreibt, einen Wert P(A) zwischen einem Minimum und einem
Maximum zuordnet; konventionellerweise legt man das reelle Werteintervall
[0,1] = {n € R: 0 < n <1} zugrunde. 2 Von einer Wahrscheinlichkeitsfunk-
tion P : FML — [0, 1] erwarten wir, daf} sie eine Reihe von Bedingungen
erfillt. So soll es nicht darauf ankommen, wie wir Ereignisse beschreiben;
logisch dquivalente Beschreibungen sollen gleiche Wahrscheinlichkeitswerte
erhalten:

PO. P(A) =Dp(B), falls A = B.

Tautologien sind absolut sichere Ereignisse und erhalten deshalb den Max-
imalwert 1 (Bedingung der Normalitdt):

P1. p(T) =1.

wahrscheinlich h&lt. Manchmal kann in einem Gesprach Robustheit wichtiger sein als die
riskantere Erfiillung der Quantitatsmaxime.

23 Wenn die Anzahl der Atome der zugrundeliegenden Sprache endlich ist, d.h. wenn es
in der Situation, die wir modellieren mochten, nur endlich viele Ereignissen zu betrachten
gibt, dann tut es das Interval [0, 1] in den rationalen Zahlen Q genauso gut.
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Wenn zwei Ereignisse einander ausschlieflen, d.h. die Wahrscheinlichkeit
ihres gemeinsamen Auftretens gleich Null ist, dann ist die Wahrschein-
lichkeit, dafl das eine oder das andere stattfindet, gleich der Summe der
Einzelwahrscheinlichkeiten. Dies ist die Bedingung der endlichen Summier-
barkeit:

P2. P(AV B) =pP(A) +P(B), falls P(AAB) =0.

Damit sind die wesentlichen Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsfunktio-
nen P : FML — [0, 1] beschrieben. 24

Da A und —A einander ausschliefien, diirfen wir nach P2 auf P(AV—-A) =
P(A) +P(—A) schliefen. Da AV —A eine Tautologie ist, so wissen wir nach
P1 (und PO0), da P(AV =A) = 1 und also P(A) + P(—A4) = 1, woraus
unmittelbar folgt, dafl

P3. P(—=A) =1—-Dp(A).

Wenn wir in diese Gleichung T fiir A einsetzen, dann folgt P(—~T) = 0, d.h.
Widerspriiche L (= =T) haben den minimalen Wahrscheinlichkeitswert 0.

Die Addition von Wahrscheinlichkeiten kénnen wir auch auf “allgemeine-
re” Weise beschreiben, d.h. ohne die Bedingung, dal A und B einander
ausschliefen:

P2’ P(AV B) =P(A) +P(B) —P(ANAB).

Tatsachlich sind P2 und P2’ dquivalent. Der Schlufl von P2’ auf P2 ist
trivial. Fiir die andere Richtung stellen wir zunéchst fest, daf3

(a) AVB=AV(-AAB) und (b) B=(AAB)V(-AAB,).

Also gelten nach PO die entsprechenden Wahrscheinlichkeitsgleichungen. Da
A und —A A B einander ausschlieflen, folgt nach P2 aus (a), da8

(@) P(AV B) =pP(A) +P(—A A B).

24 Statt Wahrscheinlichkeitsfunktionen unter diese Postulate zu stellen, kénnen wir die
Postulate auch aus einer etwas anderen Definition herleiten. Dazu gehen wir aus von einer
beliebigen nichtleeren und endlichen Menge Q2 moglicher Ergebnisse. Uber Q verteilen
wir mit einer Funktion d : @ — [0,1] Werte so, daB diese zu 1 summieren, d.h.
{d(z) : « € Q} = 1. Nun betrachten wir den Ereignisraum #(2) und definieren die
Wahrscheinlichkeit P(E) fiir jedes Ereignis E C Q durch P(E) = X{d(z) : z € E}. Dann
gilt P(E1UE2) = P(E1)+P(E2), falls E1NEy = 0. Ferner gilt P(EU(Q\ E)) =p(02) = 1.
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Auch auf das einander ausschlieende Paar A A B und —A A B konnen wir
P2 anwenden und erhalten so aus (b),

(b") P(B) =P(AANB)+P(—AAB),

was wir zu

P(-AAB)=p(B)-P(AAB)

umstellen kénnen. Durch Einsetzen in (a’) folgt nun die gewiinschte Gleich-
ung P2’.

Man kann sich schnell davon iiberzeugen, dal Wahrheitsbewertungen
[1; : FML — {0, 1} Grenzfélle von Wahrscheinlichkeitsbewertungen sind. 2%
Das ist schon intuitiv zu erwarten und wird durch die bisher betrachteten P-
Bedingungen bestétigt. Man beachte aber auch, dafi die Wahrscheinlichkeit
einer wahrheitsfunktional zusammengesetzten Aussage im allgemeinen keine
Funktion der Wahrscheinlichkeiten ihrer Teilaussagen ist. Wahrheitsfunkti-
onen miissen keine Wahrscheinlichkeitsfunktionen sein. Die Negation ist,
nach P3, wahrscheinlichkeitsfunktional. Die Disjunktion ist es jedoch nicht.
Denn P(A) = P(A’) garantiert nicht, da P(A V B) = P(A’ vV B). Wiirfel
haben eine Chance von 1/2 eine gerade (A) oder ungerade (A’) Zahl zu
zeigen. Ferner ist die Chance, eine gerade Zahl oder eine Sechs zu zeigen
(A V B) gleich der Wahrscheinlichkeit eine gerade Zahl zu zeigen — welche
(um 1/6) geringer ist als die Wahrscheinlichkeit, eine ungerade Zahl oder
eine Sechs zu zeigen (A’ V B).

Es gilt ferner aufgrund der Bedingungen:

PL. Wenn A = B, dann P(A) < P(B).
Denn P(AV —B) < 1, wiahrend P(AV —A) = 1; also
(%) P(AV -B) <Pp(AV-A).

Nun folgt aus A |= B, dafl P(A A =B) = 0. Also diirfen wir P2 anwenden
und erhalten aus (x),

P(A) +p(=B) < P(A) + p(—4).

Aber dann haben wir P(—B) < P(—A) und also nach P3, p(4) < p(B).

25 Unter einer Wahrheitsbewertung [ ] ; wollen wir, wie schon zuvor, die Erweiterung einer
Interpretation I der Atome in {0,1} verstehen, welche in Einklang mit den bekannten
Wahrheitsbedingungen steht; d.h. [-A]; = 1—[A];, [AAB]; =1gdw [A]; = 1= [B];
usw.
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Oft interessiert uns nicht die Wahrscheinlichkeit schlechthin eines Ereig-
nisses, sondern die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses unter der Voraus-
setzung, dafl andere Ereignisse eintreffen, d.h. unter einer Bedingung B.
In diesem Fall fragen wir nicht mehr nach den Wahrscheinlichkeiten von
Ereignissen im urspriinglichen, “groflen” Raum von Moglichkeiten, sondern
nach Wahrscheinlichkeiten in einem kleineren, auf B eingeengten Raum.
Anders gesagt: Wir gehen iiber von einer Wahrscheinlichkeitsfunktion zu
einer anderen. Dieser Ubergang ist natiirlich nicht willkiirlich, sondern
wird bestimmt durch die bereits vergebenen Wahrscheinlichkeiten im ur-
springlichen Ereignisraum. Das driicken wir durch eine definierende Glei-
chung aus: 26

Def. Py P(A) = p(;‘(g)B)

, wenn P(B) # 0.
Die Funktion Pg mifit die durch B bedingte Wahrscheinlichkeit eines Ereig-
nisses. Man beachte, daf die Funktion Pp(A) nur definiert ist fiir den Fall,
dafl B eine Moglichkeit beschreibt. 27

Aus der Definition folgt unmittelbar eine Wahrscheinlichkeitsbedingung
fir Konjunktionen, namlich

P4. P(AA B) =pg(A)-P(B), wenn P(B) # 0.

Wenn wir uns einmal P(A) als den “Anteil” von
A-Ereignissen an der Gesamtmenge von Ereignissen R %
vorstellen, dann gibt pp(A) den Anteil der AN B- ¢ L
Ereignisse an den B-Ereignissen wieder. Um uns LI R -
davon zu iiberzeugen, dafl das eine gute Definition e oje o

bedingter Wahrscheinlichkeit ist, wollen wir die Defi-
nition anhand eines Wiirfels veranschaulichen. Wie hoch ist die Wahrschein-
lichkeit, daf3 eine Sechs gewiirfelt wir? Wenn alles mit rechten Dingen

26 Manche Autoren notieren die durch B bedingte Wahrscheinlichkeit von A als P(A|B).
Auf den ersten Blick mag das so aussehen, als ob der Ausdruck A|B Argument der
Wahrscheinlichkeitsfunktion P ist — so wie es AA B oder A — B sein kann — und ladt die
Suche nach einem Junktor o ein, der bedingte Wahrscheinlichkeiten genau wiedergibt:
P(A o B) = P(A|B). Einen solchen Junktor kann es jedoch (normalerweise) gar nicht
geben, wie wir gleich sehen werden; vgl. das Trivialitatsresultat von[183] auf pp. 257f.
27 Weil Division durch 0 keinen Wert hat, ist die bedingte Wahrscheinlichkeit undefiniert
im Fall P(B) = 0. Man kdnnte hier durch eine Festsetzung nachhelfen — etwa so: wenn die
Bedingung B unerfiillbar ist, dann sei Pg(A) = 1. Aber das wiirde die merkwiirdige Folge
haben, dafl bedingte Wahrscheinlichkeiten keine Wahrscheinlichkeiten sind. Denn wenn
P(B) = 0, dann Pp(A) = 1 = pp(—A), was im Widerspruch zu P3 stiinde. Besser ist
es, bedingte Wahrscheinlichkeit nur partiell, d.h. unter der Einschréinkung zu definieren,
daf} die Bedingung erfiillbar sein muf.
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zugeht, 1/6. Das ist 1/6 der Gesamtfliche im Bild rechts. Wie hoch ist
die Wahrscheinlichkeit, dafl eine Sechs gewiirfelt wird (s), gegeben, daf} eine
gerade Zahl gewiirfelt wird (¢)? Um diese Frage zu beantworten betrachten
wir nur die Felder unterhalb der Geraden und fragen, welchen Anteil daran
die Flache hat, auf die beide Eigenschaften s und g zutreffen. D.h. wir fra-
gen nach dem Verhéltnis von s A g und g. Die Wahrscheinlichkeit von s A g
ist 1/6 (die gleiche wie die von s) und P(g) = 1/2. Also ist das Verhéltnis
von P(s A g) zu P(g) gleich 1/6 : 1/2 = 1/3. Das beantwortet unsere Frage
nach der Wahrscheinlichkeit von s gegeben die Bedingung ¢, d.h. nach dem
Wert von Py(s).

Die Definition von Pp(A) hat also genau den gewiinschten Effekt. Sie
schréankt die urspriingliche Funktion P auf den Bereich ein, in dem B gilt
und gibt die neue Wahrscheinlichkeit von A als “Anteil” von AA B an B an.
Die Einschrankung auf die Bedingung B ist ferner minimal in dem Sinne,
daB unter P und Pp alle Wahrscheinlichkeitsverhéltnisse iibereinstimmen,
soweit sie nicht durch die Bedingung B (und dem, was daraus folgt) beriihrt
sind. Denn

e fiir beliebige Formeln A und A’ mit A = B und A’ = B gilt:

Ps(4) _ P(A)
Pp(A’)  P(A)

Schlieflich kénnen wir noch beobachten, dafl die neue Funktion selbst wieder
eine Wahrscheinlichkeitsfunktion ist:

e Wenn P(B) # 0, dann ist P selbst eine Wahrscheinlichkeitsfunktion
im Sinne von P0-2.

Es gilt deshalb insbesondere, dafl die Funktion Pg die Gleichung P3 erfiillt,
d.h.

P5. pB(—'A) =1- pB(A).

Denn, nach (Pg) ist Pp(—A) = P(—mA A B) : P(B) und also ...

=(P(-AAB)+P(AANB)—P(AAB)):P(B) Arithmetik
=(P(~AAB)V (AAB))—P(AAB)):p(B) P2
= (P(B) —P(AAB)):p(B) Logik, PO
=1-(P(AAB):p(B)) Arithmetik
=1—pA(B) Def. P4.
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Die Beobachtungen, die wir hier iiber Wahrscheinlichkeiten gemacht ha-
ben, gelten (beinahe) fiir beliebige Begriffe von Wahrscheinlichkeit, d.h.
gleich ob wir Wahrscheinlichkeit etwa im Sinne von H&aufigkeit, mit der sich
ahnliche Ereignisse in der Welt wiederholen (oder, hypothetisch, wieder-
holen wiirden), oder im Sinne der Festigkeit von Uberzeugungen interpre-
tieren. Im folgenden wollen wir eine Beziehung herstellen zwischen dem
Grad, in dem ein Sprecher eine Aussage behaupten darf und dem Grad
seiner Uberzeugung, daB die betreffende Aussage wahr sei. Fiir dieses
Vorhaben ist Wahrscheinlichkeit als Ma$ der Festigkeit einer Uberzeugung
die einzig naheliegende.

Vier Hypothesen iiber indikativische Konditionale (M AT, BP, AT,
SH). Man sollte nur das behaupten, wovon man geniigend iiberzeugt ist;
und wovon man geniigend iiberzeugt ist, das kann man auch behaupten,
wenn die Gelegenheit sich bietet. Das ist Jedenfalls eine plausible Hypothese
tiber den Zusammenhang von Behauptung und Uberzeugung. Wenn wir den
Grad der Uberzeugung als Wahrscheinlichkeit wiedergeben, dann bedeutet
das, dafl die Behauptbarkeit b einer Aussage direkt mit ihrer Wahrschein-
lichkeit variiert: 28

BP. b(A) = P(A).

Nun haben wir zuvor festgestellt, dal in normalen Gespréachskontexten die
Auﬁerung beliebiger Wahrheiten unangebracht ist. In diesem Sinne ist nicht
jede Wahrheit jederzeit behauptbar ist. Was fiir Wahrheit gilt, gilt sicher
auch fiir hohe Wahrscheinlichkeit. Nicht alles, was dem Sprecher geniigend
wahrscheinlich ist, kann er in beliebigen Situation angemessenerweise be-
haupten. Dagegegen stehen Erwégungen der Relevanz, der Schicklichkeit,
des angemessenen Ausdrucks, der Ordnung der Rede etc. Aber, wenn wir
von solchen Erwagungen einmal absehen, dann bleibt eine Klasse von Aus-
sagen, die der Sprecher (im weiteren Sinne) behaupten kann, wenn — wie wir
oben schon formuliert haben — sich eine passende Gelegenheit bietet. 2° Die
Quantitdtsmaxime als Kriterium fiir Behauptbarkeit in diesem Sinne ist zu
streng, wie wir gesehen haben. Gibt BP ein erfolgreicheres Kriterium ab?
Kann ein Specher genau das richtig behaupten (im weiteren Sinne), was er
flir hochwahrscheinlich halt?

28 Die Behauptbarkeitsfunktion b moge die gleiche Metrik wie P haben, d.h. b : FML —
[0,1].

29 In der englischsprachigen Literatur wird in diesem Zusammenhang manchmal zwischen
assertibility (mit ) und assertability (mit a) unterschieden. Letzteres ist ein Kunstwort,
das den beschriebenen weiteren Sinn von Behauptbarkeit treffen soll.
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Indikativische Konditionale wollen wir ab jetzt mit A >= B notieren. Fiir
solche Konditionale bedeutet BP, daf

b(A > B) = P(A > B).

Wenn wir unter der Hypothese arbeiten, dafl indikativische und materiale
Konditionale die gleichen Wahrheitsbedingen haben, kurz

MAT. A-B=A- B,
dann folgt aus BP sogleich (per P0), daf§
BPM. b(A = B) = D(A — B).

Das ist aber keine gute Option. Denn nach (P2) wére dann b(A > B) =
P(—A) +p(B) — P(—A A B). Das erlaubt nun Instantiierungen nach diesem
Muster: Man wéhle A und B so, da P(—A A B) sehr klein obgleich P(—A)
sehr grof} ist. Dann wird b(A = B) ebenfalls grof} sein.

Beispiel. Es sei hochwahrscheinlich, dafl Oma morgen zu Besuch kommt
(A), und es sei sehr unwahrscheinlich, dafi morgen ein Meteor die Erd-
kugel trifft und alles Leben auf diesem Planeten beendet (B). Dann
stellt P(A A B) nur einen sehr kleinen Wert (nahezu Null) dem hohen
Wert von P(A) + P(B) [~ P(A)] gegeniiber. Aber dann ist A = B, d.h.
“Wenn Oma morgen nicht zu Besuch kommt, dann hat ein Meteor die
Erde getroffen” im hohen Grade behauptbar.

Im Grunde wiederholt sich hier nur in einem probabilistischen Rahmen
das Problem, auf das die Grice’sche Theorie antworten wollte. Die Un-
wahrscheinlichkeit des Antezedens eines Konditionals kann dieses unter be-
stimmten Umstédnden hochwahrscheinlich machen. Daraus sollten wir nicht
auf eine hohe Behauptbarkeit des Konditionals schliefen. BPM fordert aber
genau dies und bringt uns daher keinen Schritt weiter.

Wenn wir BPM ablehnen, dann miissen wir entweder BP oder MAT
aufgeben. Wir wollen hier zunéchst weiter unter der Hypothese arbeiten,
dal MAT die Wahrheitsbedingungen indikativischer Konditionale richtig
erfaffit. Also miissen wir uns nun nach einem Ersatz fiir BP umsehen. Der
Ersatz darf sich nicht zu weit vom Original entfernen, denn es kann ja nicht
vollig falsch sein, daf Behauptbarkeit und Uberzeugungsgrad in einem en-
gen Verhéltnis zueinander stehen.

Ein solcher Ersatz bietet sich schnell an. Schon recht deutlich formuliert,
findet er sich in einer oft zitierten Fuinote zu einem Aufsatz von F.P. Ram-
sey (1929, [239, p. 247]):
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Wenn zwei Leute sich fragen, ob “Wenn A, dann B” der Fall ist und
beide nicht wissen, ob A, dann fligen sie hypothetisch A ihrem Wis-
sen hinzu und fragen auf dieser Basis, ob B. Gewissermafien sind so
“Wenn A, dann B” und “Wenn A, dann —B” kontradiktorisch. Wir
konnen sagen, daB sie die Grade ihrer Uberzeugungen, da B, gegeben
A, festlegen.

Diese Idee, den Status von A = B in einem Uberzeugungssystem zu priifen,
indem man den Status von B in einem leicht verdnderten Uberzeugungs—
system priift, nennt man den Ramsey-Test. In verschiedenen theoretischen
Rahmen, nimmt der Test verschiedene Formen an. In der Theorie, in der
wir uns jetzt bewegen, wollen wir ihn den Adams Test (oder Adams’ These)
nennen. Danach variiert die Behauptbarkeit eines Konditionals direkt mit
der Stéarke, mit welcher der Sprecher vom Konsequens iiberzeugt ist, wenn
er die Wahrheit des Antezedens einmal hypothetisch voraussetzt: 3°

AT. b(A > B) =DPa(B).

Die Einschriankung der Wahrscheinlichkeit durch das Antezedens des zu
prifenden Konditionals iibernimmt die Rolle der hypothetischen Annahme,
von der Ramsey spricht. Das Resultat pafit auch gut zu Ramseys Beobach-
tung, dafl die Behauptung von A > B im Widerspruch zur Behauptung von
A > =B steht. Denn, wenn es sich so verhélt, wie Adams es vorschlagt, dann
ist b(A > -B) = 1 —P4(B) (nach P5) und also verhalten sich b(A > B)
und b(A > —B) komplementér, d.h. b(A = B) = 1 genau dann, wenn
b(A = —-B) = 0.

Wir konnen uns leicht davon {iberzeugen, dafi AT eine echte Alterna-
tive zu BPM ist. Denn P(A — B) und P4(B) konnen durchaus (sehr)
verschiedene Werte annehmen. Zwar gilt (fiir P(A) # 0)

Pa(B) <P(A— B),

jedoch nicht die Umkehrung.

Beispiel. Das Spiel bestehe aus 32 Karten. #1: Die erste Karte ist ein
Pik; #2: die zweite Karte ist ein Pik. Dann ist P(#1) = 8/32 =1/4 und
Pa1(#2) = 7/31. Wir rechnen nun so:

30 Vgl. Adams [2, 4].
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D(A1 — #2) = D(—~(A1 A —&2)) PO
=1— (P(M1) Pai(—H2)) P1,P4
=1—(P(M1) (1 —Pa1(#2))) P5
=1-(1/4-(1-17/31))
=1-24/124
= 25/31

P(#1 — &2) ist also (bedeutend) groBer als Dy1(#2).

Auch bei weiterer Betrachtung sieht AT gut aus. Die These bewéhrt
sich in allen Féllen, in denen wir die einfache These MAT sichern wollen,
indem wir Wahrheit und Behauptbarkeit auseinandertreten lassen. Das sind
insbesondere solche Fille, in denen A — B wahr ist, weil A falsch oder B
wahr ist. Hier gilt es zu zeigen, da§ die hohe Wahrscheinlichkeit von —A
oder von B nicht die hohe Wahrscheinlichkeit von A > B garantiert. Wir
bendtigen also Beispiele mit P(—A) > P4(B) bzw. P(B) > P4(B).

Beispiele. Sei # = as das Konditional “Wenn die erste Karte ein Pik
ist, dann ist sie ein As”. Die Wahrscheinlichkeit von —& ist recht hoch,
namlich 24/32 = 3/4. Dagegen ist die Wahrscheinlichkeit des Kondi-
tionals, namlich 1/8, deutlicher geringer. — Im Konditional “Wenn die
erste Karte schwarz ist, dann ist sie kein Pik” hat das Konsequens die
Wahrscheinlichkeit 3/4. Die entsprechende bedingte Wahrscheinlichkeit,
welche die Behauptbarkeit des Konditionals mifit, betrdgt aber nur 1/2.

Wie wenig wahrscheinlich ein Antezedens A auch sein mag, solange A einen
positiven Wert hat, kann P4(B) noch unwahrscheinlicher sein. (Ist P(A) =
0, dann ist P4(B) nicht definiert.) Ahnlich fiir ein hochwahrscheinliches
Konsequens B: Solange P(B) < 1, gibt es immer einen Wert (3 0) fiir A
so, daB P4(B) < P(B). Damit ist AT in der Lage, die Fille zu klaren, die
auch die Quantitdtsmaxime zugunsten von MAT kldren kann.

Die Quantitdtsmaxime besagt auch: Wer A fiir falsch oder B fiir wahr
hélt, der kann das schwéchere Konditional “Wenn A, dann B” nicht richtig
behaupten! Das ist jedoch nicht immer so; vgl. p.246. AT lafit die richti-
gen Ausnahmen von der Maxime zu: Wir konnen Wahrscheinlichkeiten
verniinftig so verteilen, dafl A niedrig oder B hoch ist (so, dal —A bzw.
B behauptbar sind), wiahrend P 4(B) hoch und also das Konditional A >~ B
behauptbar ist.

Beispiel. Peter glaubt fest an einen Sieg der Eintracht (B). Auf Meier
kommt es diesmal nicht an. Ob dieser iiberhaupt spielen wird (A), steht
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auf Messers Schneide. Peter behauptet daher zurecht beides: Wenn Meier
spielt, dann gewinnt die Eintracht, und: Wenn Meier nicht spielt, dann
gewinnt die Eintracht. Es sei P(B) = 0,9 und P(A) = 0,5; dann ist
P(AAB) = 0,5—¢, fiir einen kleinen Wert €. Also hat P4(B) = (0,5—¢) :
0,5 ebenso wie P_4(B) einen hohen Wert: etwa so hoch wie P(B).

Das Beispiel 148t sich leicht so verdndern, dafl auch mit einem sehr un-
wahrscheinlichen Antezedens A die Wahrscheinlichkeit von P4(B) hoch ge-
nug ausfallen kann. (Man setze P(A) = 0,1, d.h. Peter glaubt nicht, da8
Meier spielen wird. Aber auf Meier kommt es diesmal ja nicht an ... )

Wenn wir AT folgen und die Behauptbarkeit eines Konditionals mit dessen
Wahrscheinlichkeit messen, dann ist diese nicht einfach eine Funktion der
Behauptbarkeiten des Antezedens und des Konsequens. Schon auf p.249
haben wir gesehen, dafl Junktoren keine Wahrscheinlichkeitsfunktionen sein
miissen. Das gilt auch fiir Konditionale. Die Wahrscheinlichkeiten von A
und A’ mogen gleich sein und dennoch kénnen die Konditionale A > B und
A’ = B unterschiedlich behauptbar sein.

Beispiel. Es sei #: die erste Karte ist ein Pik, &: die erste Karte ist ein
Kreuz, und #as: die erste Karte ist das Pik-As. Dann ist P(#) = D(&) =
1/4 wéhrend Pg(#as) = 1/8 und Dy, (Mas) = 0. Also ist b(d > Mas) #
b(& >~ Mas).

Das erlaubt uns, wie gewiinscht, zwischen Paaren von Konditionalen wie
(53) und (54) zu differenzieren:

(53) Wenn Meier ausfillt (A), gewinnt die Eintracht (B).
(54) Wenn der Torwart ausfallt (A’), gewinnt die Eintracht (B).

Beispiel. Peter ist vom Sieg der Eintracht {iberzeugt und hélt den Ausfall
des Torwarts fiir genauso unwahrscheinlich wie den von Meier. Gleich-
zeitig halt er die Mitwirkung des Torwarts fiir spielentscheidend, so daf3
er P4/ (B), im Gegensatz zu P4(B), sehr niedrig ansetzt. Das erklart,
warum er (53), nicht aber (54) behauptet — obwohl doch nach der Quan-
titdtsmaxime beide Konditionale gleich unbehauptbar wéren, weil P(B)
hoch und im Falle von (53) dariiberhinaus noch P(A) niedrig ist.

Adams’ These ist also nicht nur vorab sehr plausibel, sondern besteht auch
erfolgreich einige Proben auf Schliisseleigenschaften von Konditionalen.
Aber wie kommt es zu dieser erfolgreichen Ausnahme von BP? Wie kénnen
wir erkldaren, warum AT die richtige Beziehung zwischen Behauptbarkeit
und Wahrscheinlichkeit im Falle von Konditionalen herstellt?
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Eine einfache Erklarung wiirde Stalnakers Hypothese liefern:
SH. P(A > B) =Pa(B).

Danach ist die Wahrscheinlichkeit eines indikativischen Konditionals nichts
anderes als die entsprechende konditionale Wahrscheinlichkeit. Diese These
hat den Vorzug der Einfachheit und erlaubt, AT direkt aus BP herzuleiten;
keine Ausnahme fiir Konditionale also:

BP SH
b(A > B) =pP(A - B) P(A = B) =p4(B)

b(A > B) =PaB

SH ist eine These mit Biss. Denn falls sie richtig sein sollte, dann ist die
einfache These MAT iiber die Wahrheitsbedingungen von indikativischen
Konditionalen falsch. Aus SH und MAT koénnten wir aufgrund von PO
die falsche Gleichung P(A — B) = P4(B) ableiten. Wir miissen uns also
zwischen SH und MAT entscheiden. Im n#chsten Abschnitt erkldren wir,
warum SH fiir MAT keine Gefahr darstellen kann.

Das Trivialitatsresultat von Lewis. Wir wissen bereits, daf§ die ma-
teriale Implikation — kein Junktor von der Art ist, dafl fiir beliebige Sétze
A und B und beliebige Wahrscheinlichkeitsfunktionen P, die Wahrschein-
lichkeit von A — B durch die entsprechende konditionale Wahrschein-
lichkeit wiedergegeben werden kann. Im allgemeinen gilt eben nicht, dafl
P(A — B) = Pa(B). Woher wissen wir eigentlich, daf} es iberhaupt Junk-
toren mit dieser Eigenschaft gibt? Stalnakers Hypothese SH setzt genau
das offensichtlich voraus: daf} es ndmlich einen zweistelligen Junktor o gibt,
so daB fiir beliebige Satze A und B und beliebige Wahrscheinlichkeitsfunk-
tionen P, die Wahrscheinlichkeit von A o B mit der entsprechenden kondi-
tionalen Wahrscheinlichkeit zusammenfallt, d.h.

(o) P(A 0 B) = Pa(B).

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dafl diese Voraussetzung nor-
malerweise falsch ist. Das ist das sogenannte Trivialitdtsresultat von Lewis
[183]. Die Einschrankung “normalerweise” soll triviale Wahrscheinlichkeits-
funktionen ausschliefen, die zwei Sdtzen A und (kontingentem) B keine
Werte zuordnen konnen, ohne dafl die Wahrscheinlichkeit von B mit der
von A o B zusammenfallt. 3!

31 Das Trivialitdtsresultat von Lewis gibt es in verschieden starken Varianten. Zwei
Varianten finden sich in [183] und [186]; weitere in [121] und [122].
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SaTz 7. (Trivialititsresultat von Lewis) Wenn P(A o B) = P4(B) (fir
P(A) >0) und 0 < P(B) < 1, dann P(A o B) = p(B).

Zunachst beweisen wir ein Lemma.

LEMMA 8. Jeder Junktor o, der die Gleichung (o) erfillt, hat auch die
Figenschaft PAo(B o C) =Paap(C).

BEWEIS.
Pa(BoC) = (Pa)p(C) (o)
. PA(BAC)
= W Def. (Pa)B

:p(A/\B/\C’):P(A)

P(AAB):p(A) Def. Pa
_P(ANBACQ) )
= T DANB) :P(A)
= pA/\B(C) Def. PanB

Den Trivialitdtssatz beweisen wir nun, indem wir von der folgenden Eigen-
schaft einer Wahrscheinlichkeitsfunktion P ausgehen. Fiir eine kontingente
Aussage B (d.h. 0 < P(B) < 1) gilt:

(1) P(A) =pg(A4)-p(B) +P-p(A) - P(—=B).

Denn A = (AAB)V (AAN-B) und also P(A) = P((AAB)V (AA-DB)) (nach
P0). Da AA B und A A =B einander ausschliefien, ist (nach P2)

pP(A) =pP(AAB)+P(AA-B).

Daraus folgt (1) nach P4 und der Annahme 0 < p(B) < 1.
Eine Instanz von (1) ist

(2) P(AoB) =pg(AoB)-P(B)+P-.g(AoB) -p(—B).
Jetzt wenden wir das Lemma auf (2) an und erhalten

3) D(Ac B) = Dans(B) - P(B) + Pan-s(B) - D(~B).
Nun ist aber

(4) Parp(B) =1 und Pap-p(B)=0.

Setzen wir diese Werte in (3) ein, so erhalten wir

P(Ao B) =p(B).
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Nun wissen wir, dafl Stalnakers Hypothese SH iiber indikativische Kon-
ditionale A > B nur in trivialen Fallen zutreffen kann. Damit ist die ein-
fachste Erkldrung von Adams’ These b(A = B) = P4(B) vom Tisch: Die
These AT ist nicht einfach nur ein Fall des allgemein plausiblen Prinzips
BP, wonach Behauptbarkeit durch Wahrscheinlichkeit gemessen wird. Die
These ist dem allgemeinen Prinzip zwar nahe genug, um von dessen Plausi-
bilitdt zu profitieren — aber sie stellt doch eine Ausnahme von dem Prinzip
dar. Es wére gut, wenn wir dafiir eine Erklarung hétten.

8. Konditionale und Robustheit

Wir wissen, dafl P4(B) < P(A — B) (wenn P(A) # 0) und also, da8 es fiir
alle A und B einen Wert 0 < x < 1 gibt, so daf}

(*) pA(B) =P(A — B) —z.

Wenn nun, nach AT, p4(B) die Behauptbarkeit eines Konditionals A >
B mifit, dann folgt aus (x), daB diese durch die Wahrscheinlichkeit des
materialen Konditionals A — B mit einem gewissen Abzug gegeben ist;
d.h. AT behauptet dies:

AT. Jz b(A> B)=pP(4A— B) —=z.

In jeder Theorie also, die = (abhingig von A und B) so bestimmt, daf} die
Gleichung (x) erfiillt ist, wire AT ableitbar. Und wenn z so bestimmt wird,
daf} deutlich ist, warum der Wert von = die Behauptbarkeit des Konditionals
steuert, dann liegt eine Ableitung von AT mit erkldarender Kraft vor: eine
Ableitung, die erklért, warum P4(B) die Behauptbarkeit des entsprechen-
den Konditionals wiedergibt.

Eine erste solche Theorie hat Lewis [183] vorgelegt, sie aber schon bald
verworfen, um sich der Theorie von Jackson anzuschlieen. Der Grundge-
danke von Jacksons [146, 148, 149] Theorie beruht auf der Beobachtung,
dafl die Auﬁerung von Konditionalen die Funktion hat, zu einem Modus
Ponens-Schritt einzuladen. Ein Konditional A > B ist gewissermaflen ein
Fahrschein zum Schlieen: Wenn A eintrifft, dann berechtigt der Fahrschein
— das Konditional —, zu B iiberzugehen.3? So verstehen Horer jedenfalls
einen Sprecher, der ein Konditional &uflert. Deshalb ist es grob irrefiihrend,
ein Konditional zu &uflern, blo weil man das Antezedens fiir sehr un-
wahrscheinlich héalt. In diesem Fall wiirde der Sprecher ja nicht, wie schein-
bar angekiindigt, schlieflen, sondern das Konditional zuriickziehen, sobald

32 Diese Metapher geht auf Gilbert Ryle zuriick, der Konditionale als “inference tickets”
bezeichnet hat.
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er erfihrt, daB das Antezedens der Fall ist. Im Bild: Statt zum Ubergang
von A nach B zu berechtigen, wiirde der Fahrschein A >~ B in dem Moment
seine Giltigkeit verlieren, in dem A eintrifft. Oder, wie Jackson sagt: Das
Konditional wére hinsichtlich seines Antezedens nicht robust.

Beispiel. Peter glaubt (mit hoher Wahrscheinlichkeit), dafl Aigner das
Tor geschossen hat. Darauthin behauptet er: “Wenn Aigner das Tor
nicht geschossen hat, dann war es Meier”. Paul iiberzeugt nun Peter, dafl
Aigner nicht geschossen hat und sagt weiter: “Nach dem, was Du gesagt
hast, Peter, glaubst Du also, dafl es Meier war.” — “Nein, das glaube ich
nicht”, antwortet Peter. — 77

Eine Aussage A ist robust gegeniiber einer Aussage B (hinsichtlich einer
Wahrscheinlichkeitsfunktion P), wenn die Wahrscheinlichkeit von A unter
der Annahme B nicht leidet (kurz: P(A) =~ Pp(A)).3® Konditionale sind
dann und nur dann behauptbar, wenn sie geniigend hoch wahrscheinlich und
robust gegeniiber ihrem Antezedens sind, d.h. wenn sie nicht an Wahrschein-
lichkeit verlieren, sobald das Antezedens an Wahrscheinlichkeit gewinnt.
Nur so kann ein Konditional seine Funktion als Folgerungsfahrschein erfiil-
len. Ein Konditional ist also in dem Grade behauptbar, in dem wir es
inbesondere auch dann akzeptieren, wenn sein Antezedens sich als wahr
erweist. Diese Grundidee kénnen wir so zusammenfassen:

(t) A > B ist genau dann behauptbar, wenn P(A = B) und P4(A > B)
hoch sind.

Wenn wir nun die Aquivalenzthese MAT annehmen, dann konnen wir —
fiir > einsetzen und erhalten (h fiir “hoch”):
(1) b(A> B)~h gdwP(A— B)~hund Po(A — B) = h.

Da ps(A — B) < p(A — B), so impliziert ein hoher Wert des linken
Ausdrucks einen mindestens so hohen Wert des rechten Ausdrucks. Aus (1)
folgt daher

JT. b(A> B)~h gdw P4(A — B) = h.

Das ist Jacksons These. Sie beruht auf der These MAT und der Beriicksich-
tigung der Robustheitsforderung fiir behauptbare Konditionale. Jackson
nennt sie daher das Kernstiick einer “ergdnzten Aquivalenztheorie”. Aus JT

33 Das ist ein etwas stirkerer Begriff von Robustheit, als er fiir Jacksons These (s.u.)
benotigt wird. Fiir diese These wiirde es geniigen zu sagen, dafl A gegeniiber B robust
ist, falls die hohe Wahrscheinlichkeit von B unter der Annahme A nicht zuriickgeht.
Fir die Herleitung von AT in voller Allgemeinheit, werden wir jedoch auf die stérkere
Definition zuriickgreifen miissen.
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148t sich schnell AT fiir Konditionale mit hoher Behauptbarkeit herleiten.
Denn

Pa(A — B) =pa(—AV B) PO
_ P((mAVB)AA)
= p(A) Def. P4
_ P(AAB)
= o) PO
=Da(B) Def. P4y

Also besagt JT, dal A = B genau dann eine hohe Behauptbarkeit hat, wenn
P4(B) hoch ist. So kann JT erklédren, warum AT erfolgreich Voraussagen
iiber die Behauptbarkeit von Konditionalen macht. (Da diese Erkldrung von
MAT Gebrauch macht, mochte Jackson [151, p. 51] sie als indirekten Beleg
fiir die Richtigkeit der Aquivalenzthese verstehen. Aber genau besehen,
geniigt es fiir die Herleitung beim Ubergang von (1) zu (f) irgendeinen
Junktor o fiir > mit der Eigenschaft AN B = (Ao B) A A (Zeile 3 der
Ableitung) einzusetzen; vgl. dazu Ellis [72].)

Soweit haben wir nur hohe Wahrscheinlichkeiten betrachtet. Aber Adams’
These AT stellt auch fiir kleine Behauptbarkeits- und Wahrscheinlichkeits-
werte eine Korrelation her. Um Adams’ These ganz allgemein herzuleiten,
erinnern wir an die Definition von Robustheit:

B ist genau dann robust gegeniiber A, wenn P(B) =~ P4(B).

Die Differenz P(B) — P4(B) gibt den Grad der Verletzlichkeit (“Irrobus-
theit”) von B gegenliber der Annahme A an. Es stellt sich heraus, dafl
genau dieser Verletzlichkeitsgrad die Rolle des Subtrahenden in der Glei-
chung (x) tibernehmen kann. Im Falle eines Konditionals A — B ist die
Verletzlichkeit des Konditionals gegeniiber der Annahme des Antezedens
gegeben durch

x P(A — B) —Pa(A — B).
Setzen wir diesen Ausdruck fiir  ein in

b(A> B)=pP(A— B)—=x
(siehe (*) oben), so erhalten wir

b(A > B)=P((A— B) —[P(A — B) —Pa(A — B)]
=P((A— B)—[P(A— B) —Pa(B)] s.0.
=Da(B) Arithmetik
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Die Behauptbarkeit des indikativischen Konditionals nahert sich also in dem
Mafle der Wahrscheinlichkeit des entsprechenden materialen Konditionals,
in dem letzteres robust gegeniiber seinem Antezedens ist.

Man beachte, dafl nur die Robustheit gegeniiber der Wahrheit des An-
tezedens, nicht gegeniiber der Falschheit des Konsequens eine Rolle fiir die
Behauptbarkeit des Konditionals spielt. So wird die Md&glichkeit gelassen,
aus der hohen Behauptbarkeit von A = B und —B nicht auf die hohe Be-
hauptbarkeit von —A zu schlieen. (Der Folgerungsfahrschein gilt nur fiir
die Modus Ponens-, nicht fiir die Modus Tollens-Richtung.)

Beispiel: Aus “Wenn Peter nicht in Frankfurt wohnt, dann wohnt er an-
derswo im Rhein-Main-Gebiet” und “Peter wohnt nicht im Rhein-Main-
Gebiet” wollen wir nicht auf “Peter wohnt in Frankfurt” schlieen.

Nun wird auch deutlich, warum AT nicht einfach das Schema BP instanzi-
iert. Denn bei genauerer Betrachtung erkennen wir, warum wir uns von BP
(in der Richtung von rechts nach links) verabschieden miissen. Viele Aus-
sagen driicken nicht nur aus, daf§ ihre Wahrheitsbedingung erfiillt ist, son-
dern signalisieren dariiber hinaus robuste Wahrscheinlichkeit oder andere
Implikaturen (s.u.). Der richtige Umgang mit solchen Implikaturen gehort
zum kompetenten Gebrauch einer ganzen Reihe sprachlicher Ausdriicke. In
all diesen Fallen gilt, dal hohe Wahrscheinlichkeit eine notwendige Bedin-
gung fiir Behauptbarkeit ist — jedoch nicht umgekehrt. Zur hohen Wahr-
scheinlichkeit von A muf} eine weitere, durch die Implikatur angezeigte Be-
dingung hinzutreten, damit A behauptbar ist. Im Falle von Konditionalen
ist das die Bedingung der Robustheit gegeniiber dem Antezedens.

Daf3 es sich hierbei um ein sehr allgemeines Phénomen handelt, verdeut-
lichen wir uns am besten an einem Beispiel, das mit Robustheit nichts zu
tun hat. So ist der Satz A, obwohl B genau dann hochwahrscheinlich, wenn
die Konjunktion A A B eine hohe Wahrscheinlichkeit hat. Aber eine hohe
Wahrscheinlichkeit von A A B reicht nicht aus, den Satz A, obwohl B be-
hauptbar zu machen. Hier wird ein Kontrast ausgedriickt, der in der ein-
fachen Konjunktion fehlt. Zwar sind AAB und A, obwohl B unter denselben
Bedingungen wahr, ndmlich wenn A und B wahr sind, aber die Bedeutung
von A, obwohl B wird von dieser Wahrheitsbedingung nicht vollstandig aus-
geschopft. Vielmehr trigt A, obwohl B eine Bedeutungsimplikatur, ndmlich,
daB die gleichzeitige Wahrheit von A und B iiberraschend ist. Grice nennt
solche Bedeutungsimplikaturen auch konventionelle Implikaturen, um sie
von Konversationsimplikaturen abzugrenzen. Im Falle von A, obwohl B
konnen wir daher nicht einfach

b(A, obwohl B) = P(A, obwohl B)
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setzen, denn die rechte Seite ist (aufgrund von P0) gleich P(AAB). Vielmehr
ist A, obwohl B nur dann behauptbar, wenn die an “obwohl” haftende Be-
deutungsimplikatur eines Kontrastes zutrifft.

Robustheit gehort ebenfalls zu den Bedeutungsimplikaturen und betrifft
nicht nur Konditionale. Zum Beispiel sollte niemand die Disjunktion

(55) Peter ist ein Fanatiker (A), oder jedenfalls sehr verblendet (B),

behaupten, der Peter weder fiir einen Fanatiker noch fiir in anderer Weise
verblendet hilt. Behauptbarkeit impliziert also hohe Wahrscheinlichkeit.
Umgekehrt muf aber fiir die Behauptbarkeit von (55) zur einfachen Disjunk-
tion AV B noch die Robustheit gegeniiber —A hinzutreten, d.h. der Sprecher
sollte der Aussage auch dann noch eine hohe Wahrscheinlichkeit zumessen,
wenn er A fiir falsch hélt, P-4 (AV B) also hoch ist. Es ist nicht erstaunlich,
dafl Sprachen iiber Konstruktionen verfiigen, die Robustheit signalisieren.
Oft wissen wir nicht, was unsere Gespriachspartner glauben, wollen aber,
dafl manche unserer Aussagen auch dann auf Gehoér und Glauben treffen,
wenn der Gespréachspartner mit anderen Aussagen nicht einverstanden ist.
Genau deshalb dufiern wir den schwécheren Satz (55), obwohl wir eigentlich
die stirkere Aussage A glauben: Wir wollen etwas behaupten, dafl robust
ist im Austausch mit Gespréchspartnern, die A fiir falsch halten.
Bedeutungsimplikaturen sind im Unterschied zu den aus allgemeinen Ma-
ximen abzuleitenden Gesprachsimplikaturen sehr spezifische Konventionen:
Wihrend Gespréchsimplikaturen Folge allgemeiner pragmatischer Regeln
zur effizienten Gespréchsfithrung sind, betreffen Bedeutungsimplikaturen
bestimmte Ausdriicke und finden ihren Niederschlag in Lexikoneintrégen.
Sprecher erlernen solche Implikaturen als Teile der Bedeutung von Aus-
driicken. Wie Gesprachsimplikaturen — und im Unterschied zu Implika-
tionen aus den Wahrheitsbedingungen — konnen Bedeutungsimplikaturen
ohne logischen Widerspruch gestrichen, d.h. verneint werden. Dem Satz

(56) Die Eintracht hat gewonnen, obwohl sie schlecht aufgestellt war
kann Peter ohne logischen Widerspruch den Satz

(57) Es tberrascht mich iiberhaupt nicht, dafl eine schlecht aufgestellte
Mannschaft gewinnt

hinzufiigen. Die Wahrheit von (56) schliet (57) nicht aus. Aber indem Pe-
ter (57) duflert, gibt er zu erkennen, daf} er die Bedeutung von “obwohl”, d.h.
die Implikatur eines Kontrastes, nicht erfafit hat. Deshalb untergrabt die
AuBerung von (57) zwar nicht die Wahrheit, wohl aber die Behauptbarkeit
von (56). Das ist, wie wir gesehen haben, bei Gesprachsimplikaturen anders.
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Sie zu streichen, untergribt weder die Wahrheit noch die Behauptbarkeit
der betreffenden AuBerung.

Nach Jackson gehort es nicht zur Bedeutung im engeren Sinne, d.h. zur
Wahrheitsbedingung eines indikativischen Konditionals, dafl es robust im
Hinblick auf sein Antezedens ist. Seine Bedeutung in diesem engeren Sinne
ist die des materialen Konditionals. Aber die Robustheit gehort wesentlich
zur Konvention des richtigen Gebrauchs eines indikativischen Konditionals.
In diesem Sinne ist die Robustheit gegeniiber dem Antezedens Teil der Be-
deutung im weiteren Sinne eines Konditionals. Ahnlich wie im Falle von
obwohl verhalt es sich hier so: Wenn Peter nicht glaubt, dal Meier das Tor
geschossen hat, obgleich er zuvor das Konditional

Wenn Aigner das Tor nicht geschossen hat, dann war es Meier

behauptet und spéter erfahren hat, daff Aigner nicht der Torschiitze war,
dann sind Peters Uberzeugungen zwar nicht inkonsistent — aber sie geben
zu erkennen, daf} er einen wichtigen Teil der Bedeutung von wenn-dann
nicht erfaBt hat. Er hat nicht verstanden, daf er mit der AuBerung des
Konditionals eine bestimmte Art von Robustheit signalisiert hat.

9. Probabilistisches Folgern mit Konditionalen

Sehen wir uns Lewis’ Trivialitatsresultat gegen Stalnakers Hypothese
SH. P(A = B) =pa(B)

genauer an, dann entdecken wir im Beweis eine Annahme, die in der For-
mulierung des Satzes nicht explizit gemacht wurde. Das Lemma zum Re-
sultat beginnt so:

(%) Pa(B - C) = (Pa)B(C),

und diese Gleichung wird als Instanz von SH deklariert. Man beachte, daf3
die rechte Seite der Gleichung nach SH wiederum gleich ist zu

P(A > (B = C)).

Die nicht explizite Annahme ist also, dafl indikativische Konditionale (links)
iterierbar sind. Die Annahme der Iterierbarkeit ist zwingend, wenn wir
davon ausgehen, daf3 solche Konditionale wahrheitsdefinit sind: Wenn A und
B einen Wahrheitswert haben, dann hat auch A > B einen Wahrheitswert.
Ein einfaches induktives Argument zwingt dann zur Konklusion, daf be-
liebige eingebettete und also auch iterierte Konditionale wahrheitsdefinit
sind — alles andere ware ad hoc.
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Dem Trivialitatsresultat von Lewis konnen wir entgehen, indem wir die
Iterierbarkeit von Konditionalen ablehnen, was wiederum erfordert, die
These von der Wahrheitsdefinitheit indikativischer Konditionale — und also
inbesondere auch MAT — abzulehnen. Wir kénnen das Argument gegen SH
dann so umdrehen:

Statt: Aus dem Trivialitatsresultat und der Wahrheitswertigkeit von Kon-
ditionalen schliefen wir auf die Falschheit von SH.

Nun: Aus dem Trivialitatsresultat und SH — richtig verstanden! — schlies-

sen wir darauf, daB indikativische Konditionale nicht wahrheitswertig

sind.
Richtig verstehen wir SH, wenn wir dessen rechte Seite, P4(B), als Erlau-
terung der problematischen linken Seite, P(A > B), auffassen. Problema-
tisch ist der Ausdruck P(A = B), weil die Funktion P eigentlich den Grad
einer Uberzeugung, daB etwas der Fall ist, mifit. Aber wir wollen ja jetzt
Abstand nehmen von der Annahme, da A = B irgendeine Uberzeugung
dariiber, wie die Welt ist, beschreibt. So kann A > B nur in einem un-
eigentlichen, zu erlauternden Sinne in die Argumentstelle von P geraten. Die
rechte Seite von SH liefert die Erlauterung. Der Ausdruck “die Wahrschein-
lichkeit von A > B” bedeutet nichts anderes als die Wahrscheinlichkeit von
B unter der Annahme A, wobei A und B Aussagen sind, die im eigentlichen
Sinne Argumente von P, d.h. wahr oder falsch (“faktisch”) sein kénnen. Das
ist Adams’ Hypothese, der Kern seiner “probability conditional theory”, 34

AH. As- B) = P4(B), falls P(A) > 0;
P(4 » B) {1 anderenfalls.

Faktisch wollen wir einen Satz A in einer Sprache mit Booleschen Ver-
kniipfungen und dem Junktor > nennen, falls A ein Atom ist oder allein mit
Booleschen Verkniipfungen, also rein wahrheitsfunktional aufgebaut ist. 35
Im Verein mit dem, was wir Adams’ These AT genannt haben, erhalten
wir so eine Behauptbarkeitsbedingung fiir indikativische Konditionale, ohne
dafl wir annehmen miissen, dafl solche Konditionale dariiberhinaus auch
Wahrheitsbedingungen haben; dieser weiteren Annahme steht Lewis’ Re-
sultat entgegen, wie wir gesehen haben. Nach Adams behauptet man mit
A > B zwar konditional, da} B wahr, nicht jedoch, da} das Konditional

34 Die Festsetzung fiir den Fall P(A) = 0 hat in Adams’ Schriften einen etwas un-
sicheren Status. Manchmal ist sie explizit angegeben, manchmal scheint Adams die
Option anzudeuten, dafl in diesem Fall die Wahrscheinlichkeit des Konditionals nicht
definiert ist. Jedenfalls spielt dieser Fall keine kritische Rolle in Adams’ Theorie.

35 Das ist die einfache Definition. Es liegt jedoch nichts daran, daf die Verkniipfungen
wahrheitsfunktional sind. Sie miissen nur, im Gegensatz zu >, Sitze erzeugen, deren
semantische Werte Gegenstande von Uberzeugungen sein konnen.
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wahr ist. Quine (1950) bringt das so auf den Punkt (ohne weiter etwas
daraus zu machen):

Eine Behauptung der Form Wenn A, dann B gilt gewohnlich weniger
als Behauptung eines Kondtionals, denn als konditionale Behauptung
des Konsequens. [234, §3]

Das ist die Funktion indikativischer Konditionale in der Rede: Sie sind Mit-
tel zur hypothetischen Behauptung einer Wahrheit, ohne selbst eine Wahr-
heit kategorisch behaupten zu wollen. 36

Bemerkung. Die Formulierung AH mag nicht ganz gliicklich sein, denn
eine Wahrscheinlichkeitsfunktion P kann ja — wie wir gerade gesagt haben
— nur in einem “uneigentlichen” Sinne auf indikativische Konditionale
angewandt werden. Formulierungen wie “Konditionale sind nicht wahr
oder falsch, sondern nur wahrscheinlich” oder “die Wahrscheinlichkeit von
Konditionalen ist nicht die Wahrscheinlichkeit ihrer Wahrheit” decken die
Schwierigkeit nur mehr oder weniger elegant zu. Der Vorschlag, P(A > B)
sei nur eine Ersatznotation fiir P4 (B), mag technisch geniigen, weist aber
AH nicht mehr als den Status einer unverbindlichen Vereinbarung zu.
Besser ware es, auf AH als Trittstein zu verzichten und direkt mit AT
zu arbeiten, d.h. einer These nicht iiber die Wahrscheinlichkeit, sondern
iiber die Behauptbarkeit von Konditionalen. Vieles, was Adams schreibt,
scheint genau das nahezulegen. Wie dem auch sei, wir werden hier Adams’
Entscheidung folgen, die Theorie allein mit Hilfe von Wahrscheinlichkeits-
funktionen darzustellen.

Diese Theorie steht zunéchst einer prinzipiellen Schwierigkeit gegeniiber.
Ein giiltiger SchluB ist einer, der die Wahrheit der Pramissen auf die Konklu-
sion ausnahmslos iibertragt. Wenn indikativische Konditionale weder wahr
noch falsch sind, wie konnen sie dann wesentliche Bestandteile von Argu-
menten sein, die wir im Hinblick auf ihre Giiltigkeit beurteilen? Es scheint,
als konnten indikativische Konditionale gar keine Logik haben. Aber das
ist sicher absurd. Es sei nur an die Funktion von solchen Konditionalen als
Folgerungsfahrscheine erinnert; d.h. wir fordern, daf§l Modus Ponens giiltig

36 Wir haben hier Lewis’ Trivialititsresultat als prinzipiellen Beweggrund fiir die Ablehn-
ung von Wahrheitsbedingungen fiir indikativische Konditionale in den Vordergrund ge-
stellt. Viele Autoren fiithren dafiir aber weitere und von Lewis’ Resultat unabhingige
Griinde an; vgl. z.B. Gibbard [108], Appiah [14], Edgington [69], [71], Bennett [25],
Arlé-Costa [17] und Adams [4].
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sei: Aus A >= B und A folgt B. Aber in welchem Sinne kann dieser Schlufl
gliltig sein, wenn A > B gar nicht wahrheitswertig ist?

Wir benoétigen einen Begriff giiltiger Folgerung, der auch auf Pramissen
und Konklusionen anwendbar ist, von denen wir nur annehmen, daf} sie im
Hinblick auf ihre Wahrscheinlichkeit — und moglicherweise nicht im Hinblick
auf ihre Wahrheit — bewertet werden konnen. Dieser sollte weiter sein als
der iibliche Begriff logischer Folgerung, ihn also als Grenzfall enthalten. Auf
dem Weg zu einer solchen Relation giiltiger Folgerung, kommen wir auf die
Beobachtung,

PL. wenn A = B, dann (VP) P(A) < P(B)

zuriick, vgl. p.249. PL nennt eine Eigenschaft von =, die wir uns insbeson-
dere dann wiinschen, wenn wir aus unsicheren Pramissen schliefen: Wenn
unter jeder Wahrscheinlichkeitsverteilung P der Wert von B nie kleiner als
der von A werden kann, dann garantiert der Schlufi von A nach B, dafl
es unter keiner Funktion P zu einem Abfall der Wahrscheinlichkeit von der
Préamisse zur Konklusion kommt. Auch die Umkehrung von PL gilt, wenn A
und B wahrheitswertige Aussagen sind. (Denn Wahrheitswertverteilungen
I : FML — {0,1} sind Grenzfélle von Wahrscheinlichkeitsverteilungen.
Also folgt aus der Annahme P(A) < p(B) (VP), daf dies insbesondere auch
fir alle I gilt, falls A und B als Argumente fiir I zuldssig sind. Da nun
A= B gdw VI :I(A) <I(B),so folgt A= B.)

Diese Beobachtung gibt so etwas wie eine wahrscheinlichkeitstheoreti-
sche Interpretation logischer Folgerung (aus einer Pramisse) ab. Fiir die
weitere Entwicklung dieses Gedankens wird es einfacher sein mit dieser
Formulierung zu arbeiten: Giiltige Schliisse (aus einer Pramisse) haben
die Eigenschaft, dafl die Konklusion nie, d.h. unter keiner Wahrschein-
lichkeitsverteilung, ungewisser als die Pramisse sein kann. Ungewiflheit
ist hier einfach Unwahrscheinlichkeit (das Komplement von Wahrschein-
lichkeit), d.h. ein MaB P so, dafl P(4) = 1—P(A). Wenn wir — wie dies meist
der Fall ist — von ungewissen Annahmen ausgehen miissen, dann kénnen wir
uns von Folgerungen aus solchen Annahmen nicht mehr wiinschen, als daf3
diese nicht noch ungewisser sein mogen. Eine Folgerung, die diese Eigen-
schaft hat, wollen wir eine Wahrscheinlichkeitsfolgerung (kurz: p-Folgerung,
Ep) nennen:

Al=p B gdw VP : D(A) > P(B).

Die Verallgemeinerung zu Féllen mit mehr als einer Pramisse liegt auf
der Hand: Die Ungewiflheit der Konklusion darf nicht grofler als die der
Préamissen sein. Aber wie messen wir die Wahrscheinlichkeit einer Pluralitét
Ay, ..., A, von Pramissen?
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Fir die Relation = logischer Folgerung gilt (unter elementaren Annah-
men)

(1) A,BECgdw ANBEC.

Das liegt daran, dafi die Aussagen der Pramissenmenge {A, B} genau dann
wahr sind, wenn deren Konjunktion A A B wahr ist. Aber selbst wenn A
und B im selben Grade ungewif3 sind, ist dies im allgemeinen nicht der
Grad der Ungewiheit von A A B. (Ob die Miinze in der geschlossen Hand
oben Kopf oder Zahl zeigt, ist gleich ungewif; dal beides oben liegt ist
“maximal ungewiff”, d.h. mit Sicherheit nicht der Fall.) Die Aquivalenz (1)
wird also falsch, wenn wir logische (|=) durch Wahrscheinlichkeitsfolgerung
(Ep) ersetzen. Wir wissen jedoch auch (vgl. den Beweis der néchsten
Beobachtung), dal P(A A B) nie groer als P(A) 4+ P(B) sein kann, d.h.

(2) P(A) +P(B) > P(A A B).

Aus PL und (1) folgt ferner (VP),

(3) wenn A, B = C, dann P(A A B) > D(C),
und also nach (2)

(4) wenn A, B = C, dann P(A) + P(B) > P(O).

So haben wir die richtige Verallgemeinerung logischer Folgerung fiir den Fall
nur wahrscheinlicher Pramissen und Konklusionen gefunden:

Def. |=p A1,y An [=p B gdw WP : D(Ay) + -+ + D(An)) > B(B).

Wahrscheinlichkeitsschliisse sind solche, in denen die Ungewiflheit der Kon-
klusion nie die summierte Ungewiflheit der Pramissen iibersteigen kann,
gleichgiiltig wie ungewifl Pramissen und Konklusion sind. Jeder logisch
giiltige Schluf hat diese Eigenschaft, wie die ndchste Beobachtung, (4) ver-
allgemeinernd, zeigt.

SaTz 9. (Adams’ “Erster Hauptsatz” [3, p. 38].)

1. Wenn Ay, ..., A, = B, dann Ay, ..., A, =p B.

2. Wenn Ay, ..., A, und B wahrheitswertig sind, dann gilt auch: Wenn
Ay, ..., Ay Ep B, dann Ay, ..., A, E B.

BEwEIs. Ad 1. Angenommen, Aq,...,A, = B. Dann -B E -A; V.-V
—A,, und also nach PL,

P(—=B) <Pp(—4; V.-V -A4,).
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Daraus folgt nach (P2'), daB
P(=B) < P(mA1) + -+ P(—4,),
Also nach Definition P =1 — D,
P(B) <P(A1) + - +P(Ay).

Ad 2. Folgt aus dem Umstand, dafl jede Wahrheitswertverteilung iiber
geeignete Aussagen auch eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist. .

Die Lotterie-Paradozxie. Man beachte, dal Argumente P-giiltig sein kon-
nen, auch wenn sie von jeweils einzeln hochwahrscheinlichen Pramissen
auf eine ganz unwahrscheinliche Konklusion fithren. Hier ist ein beriihmtes
Beispiel [168]: In einer Lotterie gebe es 1000 Lose. Li,...,Liggo seien
die Aussagen, dafl das Los mit der Nummer 1...1000 gewinnt, und L
stehe fir Ly V -+ V Liggg, also fiir die Aussage, dafl ein Los gewinnt.
Ob ein bestimmtes Los L; gewinnt, ist sehr ungewif§ (verniinftigerweise
1-0,001), jede Aussage —L; ist daher hochwahrscheinlich (0,999) — prak-
tisch eine Gewiflheit. (Wenn eine Aussage mit einer Wahrscheinlichkeit
von 0,999 noch keine praktische Gewiflheit sein sollte, dann erhéhe man
im Beispiel die Anzahl der Lose.) Das Beispiel verfiihrt zu einem paradox
anmutenden Gedankengang. Wenn jede Annahme L; praktisch sicher ist,
dann sollte logisches Folgern aus der Gesamtheit dieser Annahmen nicht
zu unsicheren Konklusionen fithren. Aber aus =L, ..., Liggg folgt lo-
gisch die vollig unwahrscheinliche, tatséchlich falsche Konklusion =L, daf3
kein Los gewinnt. Wie kann das sein? Der Satz liefert eine Erklarung.
Auch wenn einzelne Pramissen nur eine kleine Restungewiflheit haben,
so steigt die Ungewiflheit einer Menge solcher Priamissen mit der An-
zahl ihrer Elemente. Ist der Schluf giiltig, so setzt die Ungewiflheit der
Konklusion eine obere Schranke fiir die Ungewi3heit der Pramissenmenge
(so der Satz). Wenn — wie in der Lotterie-Paradoxie — geniigend viele
Pramissen mit jeweils kleiner Ungewilheit zusammenkommen, so kann
diese obere Schranke erreicht werden. Dann ist die Unsicherheit der
Pramissen, als Gesamtheit aufgefafit, gleich der Unsicherheit der Kon-
klusion. Der Schluf} ist in diesem Fall zwar P-giiltig, aber es wére nicht
richtig ihn auszufithren. Téaten wir es, dann wiirden wir aus Préamissen
schlieflen, die, zusammengenommen betrachtet, maximal unsicher sind.
(Genauso wie der Schlu8 von —L, ..., = Ligoo auf —L zwar logisch giiltig,
aber nicht richtig ist, da die Pramissen nicht allesamt wahr sein kénnen.)
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Die Relation der P-Folgerung erfiillt die wichtigsten Bedingungen, die wir
uns von Folgerungsrelationen erwarten; oder, etwas anders ausgedriickt, die
Operation

Co(X) ={A: X |= A}

erfiillt die charakteristischen Bedingungen einer Tarski’schen Konsequenz-
operation:

Reflexivitat X C Cp(X);
Monotonie X CY = Cp(X) C Cp(Y);
Transitivitéit Cp(Cp(X)) C Cp(X).

Was die Eigenschaft der Kompaktheit betrifft (wenn X C Cp(Y), dann
gibt es eine endliche Teilmenge Y/ C Y mit X C Cp(Y”)), so ist diese
trivial erfiillt. Da wir in endlichen Wahrscheinlichkeitsraumen arbeiten, so
ist die Addition von Wahrscheinlichkeiten nur fiir eine endliche Anzahl von
Summanden definiert. Also kann |p nur fiir endliche Préamissenmengen
definiert sein.

Es wird nun Zeit, indikativische Konditionale wieder ins Bild zu bringen.
Solche Konditionale konnen nicht Terme der logischen Folgerungsrelation

Ai,..., Ap | B gdw VI : min(I(Ay), ..., I(A,) < I(B))

sein, denn sie sind keine zuldssigen Argumente fiir Wahrheitswertverteilun-
gen I. Aber da sie wahrscheinlichkeitsbewertet werden koénnen, so kénnen
wir danach fragen, wie sie in der P-Folgerungsrelation,

Aq,..., Ay Ep B gdw VP : D(B) < D(A41) + -+ D(4,)

zueinander stehen.

Wir betrachten jetzt eine Sprache, in der die wahrheitsfunktionalen Zu-
sammensetzungen um einen zweistelligen Junktor > ergédnzt sind. Von
einem solchen Junktor erwarten wir normalerweise, dafl er zur Bildung von
Formeln so beitragt, dal Formeln wie

(1) (A=B)AC und (2) (A= B) = C

entstehen. Dabei miissen wir jedoch bedenken, daf3 die Formeln der Sprache
als Terme der Relation |=p verwendet werden sollen. Nach Def. |=p steht die
Relation zwischen Wahrscheinlichkeitsausdriicken. Die Formationsregeln
einer Sprache mit > sollten also so sein, dafl nur legitime Argumente fiir
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Wahrscheinlichkeitsfunktionen p als Formeln erzeugt werden kénnen. Sind
(1) und (2) solche Argumente?

Wir erinnern uns: Als Argumente einer Funktion P beschreiben Formeln
Klassen von konkreten Ereignissen, Ereignistypen, wie wir gesagt haben. (In
den klassischen Darstellungen der Wahrscheinlichkeitstheorie sind das die
Ergebnisse, unter die Zufallsexperimente subsumiert werden koénnen.) So
beschreibt AA B die Klasse der Ereignisse, welche sowohl unter die Beschrei-
bung A als auch unter die Beschreibung B fallen. Aber A > B beschreibt gar
keine Ereignisklasse, sondern allenfalls (so die Idee) das Verhéltnis zweier
solcher Klassen. Ein Ausdruck wie P(A > B) ist daher sinnlos, solange wir
nicht festlegen, wie wir ihn verstehen wollen. Genau das tut AT: P(A > B)
ist eine andere Art, sich auf den Wert P4 (B) zu beziehen. Aber dieser Weg,
den Ausdruck P(A > B) zu eliminieren, ist nur gangbar, wenn das Kondi-
tional als Argument von P allein steht — auf P((A > B) A C) ist AT nicht
anwendbar. Die Formel (1) beschreibt also nichts und daher ist p darauf
nicht anwendbar.

Wie steht es mit dem iterierten Konditional (2)? Sicher beschreibt auch
diese Formel kein Ereignis; aber konnen wir den fragwiirdigen Ausdruck
P((A > B) > C) nicht mit Hilfe von AT zugunsten von P4, g(C') eliminier-
en? Nach Def. P4 hétten wir dann aber

b CﬁP((A>B)/\C’)
4B T TTp(A - B)
und somit im Zahler das gleiche Problem wie im Falle von (1).
Funktioniert die Elimination nicht zumindest im Falle von links iterierten
Konditionalen wie
(3) A= (B> (),

in denen A, B, und C nicht selbst Konditionale enthalten? Das sieht
zunéchst besser aus, denn in diesem Fall ist

(%) P(A> (B> C))=pa(B > C)=(Pa)s(C).

Wir erinnern uns jedoch an dieser Stelle, daf§ die zweite dieser Gleichungen
direkt verantwortlich ist fiir das Trivialitdtsresultat von Lewis; vgl. (x) auf
p- 264. Wenn wir dem Resultat entgehen wollen, diirfen wir es zu dieser
Gleichung nicht kommen lassen. Es gibt ein weiteres Argument gegen die
Gleichung, welches unabhéngig ist von der Trivialitatsdrohung. Dazu stellen
wir zunéchst fest, dafl

(PA)B(C) =Parp(C) =P(AAB = C).
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Es folgt, daB unter der Relation der P-Folgerung die Aquivalenz
A= (B=C)=, ANBeC
gelten mufl. Die Folgerungsrichtung von rechts nach links nennt man Fz-

portation (eines Konjunkts in eine Antezedensposition). Nun wiinschen wir
uns fiir > unter P-Folgerung Modus Ponens:

A> B,Ap B.

(Man erinnere sich daran, dafl Konditionale die Funktion von Folgerungs-
fahrscheinen haben sollen!) Aber dann kénnen wir so argumentieren:

(1) EAAB—A Logik

(2) EpAAB>A (1), Beob. 9.1
(3) Ep A= (B> A) (2), Exportation
4 A> (B> A),AlEp B> A Modus Ponens
(5) Al B> A (3),(4)

In (5) haben wir eine Sequenz hergeleitet, von der wir schon mehrfach fest-
gestellt haben, dafl sie keine giiltige Folgerung fiir indikativische Kondi-
tionale ist. Die zu meidende Konklusion ist letzten Endes auf (x) zuriick-
fihrbar.

Diese Uberlegungen schlieBen nicht aus, da$ wir besondere Vereinbarung-
en fiir Formeln wie (1-3) als Argumente von P treffen, wie wir das ja auch
schon durch AT fiir alleinstehende Konditionale getan haben. Aber ohne
solche Vereinbarungen sind wir gut beraten, die Regeln fiir Formelbildung
so zu gestalten, daf} sie ohne weiteres legitime Argumente fiir Wahrschein-
lichkeitsfunktionen produzieren.

In dieser Absicht beginnen wir mit dem Abschlufl einer Menge von Atom-
en unter einer funktional vollstandigen Menge Boole’scher Junktoren. Diese
Menge nennen wir die faktischen Formeln der aus den Atomen generierten
Sprache. Die Menge FML”™ der Formeln ist dann so definiert:

Jede faktische Formel ist in FML™;
wenn A und B faktisch sind, dann ist A = B in FML™;
FML™ sei die kleinste Menge, welche diese Bedingungen erfiillt.

Nach dieser Definition enthélt die Sprache keine Formeln mit irgendwie
eingebetteten Konditionalen. Soweit ein Konditional als Term der |p-
Relation vorkommen kann, ist es “flach”, d.h. mit faktischem Antezedens
und Konsequens.

Nun ist die Relation der p-Folgerung fiir Sprachen mit indikativischen
Konditionalen definiert. Welche Folgerungen sind giiltig und welche sind
es nicht? Im folgenden stellen wir drei Verfahren vor, Antworten auf diese
Frage zu finden.
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Ersatzwahrheitstafeln. Konditionale haben keine Wahrheitswerte. Aber
wir kénnen so tun, als ob sie welche hatten. Eine einfache Weise, einige
ungiiltige Instanzen der Relation =p zu identifizieren, besteht darin ihre
Terme in wahrheitswertige Formeln umzuwandeln und dann auf logische
Folgerung zu priifen. Dazu definieren wir das materiale Gegenstiick A™
einer Formel A so:

1. Wenn A faktisch ist, dann ist A™ = A;
2. wenn A ein Konditional B = C ist, dann ist A™ = B — C;
3. wenn X = {4;,..., A}, dann X™ = {47, ..., AT}

BEOBACHTUNG 10. Wenn X Ep A, dann X™ | A™.
BEWEIS. Unmittelbar aus Satz 9. .

Das jetzt zu beschreibende Verfahren bedient sich ebenfalls der Simulation
von Konditionalen durch ihre materialen Gegenstiicke und erweist sich als
richtiger und vollstandiger Test auf Giiltigkeit.

Es seien Ay, ..., A,,, B Satze der oben beschriebenen Sprache.
1. Konstruiere eine Ersatzwahrheitstafel fir Ay, ..., A, B. Die Zeilen der
Tafel wollen wir Bewertungen (v) nennen. Fiir faktische Formeln sind
die Bewertungen klassisch, d.h. v(=A4) = 1 gdw v(A) = 0 und v(4 A
B) =1 gdw v(A) =v(B) = 1. Fir A > B gilt

As By = {v(A— B), wenn v(A) #0;
ol ) {undeﬁniert anderenfalls.

2. Eine Bewertung v bestatigt eine Menge X von Sétzen genau dann, wenn
(a) 3A e X :v(A) =1 und (b) -3A € X : v(A) =0.

SaTz 11. [3, p. 171] X |=p B genau dann, wenn Y C X :

(a) Y™ = B™, und
(b) Yv : wenn v alle Sdtze in'Y bestdtigt, dann v(B) = 1.

Beispiel. Wir wollen die folgenden Sequenzen priifen:

Blp A>-B
ABEpA-B
A>-BEpA— B
A—-BEpA-B

A>BEp-B>-4

[\

I

A~ o~~~
ot w
T D O —



274 KONDITIONALE IV.

Hier ist die Ersatzwahrheitstafel, die dem Zweck dienen wird:

A B | A-B | A-B | -B»-4
I 1 |1 -
1 0 | 0 | o | 0
L T
0 0 | 1 | - 1

Alle Sequenzen bestehen offensichtlich den Test (a) des Satzes. Wir miissen
also nur (b) untersuchen.

Ad (1). vy und vz bestitigen B, aber vz(A > B) # 1. Nicht giiltig.

Ad (2). Nur v; bestétigt {A, B} und v1(A > B) = 1. Giiltig.

Ad (3). vy bestétigt A > B und v1(A — B) = 1. Giiltig.

Ad (4). Drei Bewertungen bestétigen A — B, aber in den letzten beiden
Zeilen hat A > B nicht den Wert 1. Nicht giiltig.

Ad (5). Wie in (3) bestétigt v1 A > B, jedoch v1(=B > —A) # 1. Nicht
giiltig.

Groflengeordnete Euler-Diagramme. Das gerade beschriebene Ver-
fahren ist sehr einfach und effizient, gibt aber keine Information dariiber,
wie die Wahrscheinlichkeitsverteilungen aussehen kénnen, die dazu fiithren,
daf eine Sequenz ungiiltig ist. Das ist aber eine wesentliche Information, um
konkrete Gegenbeispiele zu Sequenzen zu konstruieren und auf ihre Plausi-
bilitdt zu priifen. Adams beschreibt daher ein weiteres Verfahren, das fiir
p-Folgerung richtig und vollstandig ist. Eine prazise Beschreibung dieses
Verfahrens ist deutlich komplizierter als im Falle der Ersatzwahrheitstafeln.
Wir wollen uns hier mit einer Skizze begniigen.

Euler-Diagramme stellen rein qualitative Verhéaltnisse zwischen Mengen
dar.37 Da wir Aussagen als Punktmengen auffassen kénnen (Mengen von
Wahrheitswertverteilungen, Zustandsbeschreibungen, moglicher Welten,
etc.) finden Euler-Diagramme auch ihre offensichtliche Verwendung in der
Aussagenlogik. Die Diagramme 1 und 2 stellen beide dasselbe dar: A
und —A schlieffen einander aus und erschopfen zusammen den Bereich aller
Moglichkeiten. Das Paar von Diagrammen macht deutlich, daf3 in Euler-
Diagrammen eine bildhafte Information nicht genutzt wird: die Grdf$e der
Flachen. In Diagramm 1 ist A nicht “wahrer” als in Diagr. 2.

37 Das tun auch Venn-Diagramme. Venn-Diagramme sind Euler-Diagramme, die eine
zusétzliche Bedingung erfiilllen. Adams’ Diagramme erfiillen diese Bedingung oft nicht.
Adams verwendet also Euler-Diagramme, die in einigen Féllen zugleich Venn-Diagramme
sind.
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O

DIAGRAMME 1 und 2

A

Da die Relation |=p auf einem Vergleich nicht zwischen Wahrheitswerten,
sondern zwischen Wahrscheinlichkeitswerten beruht, bietet es sich an, die
Grofleninformation in Diagrammen zu nutzen, um Wahrscheinlichkeitsgros-
sen darzustellen. Wenn wir uns so die Kreisinhalte als proportional zu
Wahrscheinlichkeiten vorstellen, dann geben die Diagramme 1 und 2 sehr
verschiedene Situation wieder: Im einen Diagramm ist A wahrscheinlicher
als =A, im anderen ist es umgekehrt. Es ist klar, dal in jedem Dia-
gramm alle nicht iiberlappenden Flécheninhalte sich zum Fldcheninhalt des
Rechtecks summieren miissen. Jede Aufteilung des Rechtecks stellt also eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung dar.

In den beiden Diagrammen oben zeigt der A-Kreis den Anteil von A
am gesamten Bereich an. (]A| bezeichne den Teil eines Rechtecks, der die
Aussage A darstellt.) Eine konditionale Wahrscheinlichkeit P4 (B) gibt die
Wahrscheinlichkeit von B an unter der Annahme, dafl wir uns im A-Bereich
befinden. Im Diagramm sehen wir uns dazu zunéchst den Teil von |B|, der
in |A] liegt, d.h. |A A B| an. Dieser Teil kann beispielsweise wie in Diagr. 3
oder wie in Diagr. 4 ausfallen.

DIAGRAMME 3 und 4

Dann fragen wir, welchen Anteil y = |[A A B| an « + y = |A| hat, d.h. wir
dividieren y durch x + y (wie es die Definition konditionaler Wahrschein-
lichkeit vorsieht). Je grofier y im Verhéltnis zu x ist, umso hoher ist P4 (B);
Diagr. 3 zeigt offenbar einen kleineren Wert von P4 (B) an als Diagr. 4. An-
ders als die Wahrscheinlichkeit einer faktischen Formel wird die eines Kondi-
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tionals also nicht durch eine abgezirkelte Flache im Rechteck dargestellt. Es
ist vielmehr ein Verhéltnis solcher Flachen, welches die Wahrscheinlichkeit
eines Konditionals festlegt. Das ist ein bildhafter Ausdruck der These, dafl
Konditionale nichts beschreiben und daher ihre Wahrscheinlichkeit nicht die
Wahrscheinlichkeit sein kann, dafl eine Beschreibung zutrifft.

Aus der diagrammatischen Methode 148t sich eine Definition von Fol-
gerung entwickeln, die mit der Relation der P-Folgerung koinzidiert; Details
sind in [2] und [3] dargestellt. Wir betrachten die Methode hier nur, um
Gegenbeispiele zu Folgerungsbehauptungen zu finden und als Heuristik, um
fir die Giiltigkeit von Folgerungen zu argumentieren. Beides wollen wir
anhand einiger Sequenzen illustrieren.

Fiir die Widerlegungen einiger Folgerungsbehauptungen, wird die Be-
trachtung von Diagr. 4 geniigen. Hier ist (wie auch in Diagr. 3) |A| = x+vy,
|B| =y + z, und |A A B| = y. Danach ist

Yy

y
pA(B) = d pp(A) = .
a(B) iy B(A) s

Nun ist in Diagramm 4 der Anteil von y an y + z, der P4(B) wiedergibt,
deutlich kleiner als |B| = y + z. Damit gibt das Diagramm ein Rezept ab
fiir Gegenbeispiele zur Behauptung

(1) Ay B~ A
Ein solches Gegenbeispiel ist die Verteilung mit
z=0,2, y=0,1, und z =0, 5.

Dann ist

] 0,1 -
B) = — d B) = — — .
P(B)=y+2=0,6 und Pu(B) stz 0.3 0,3

Das abstrakte Gegenbeispiel 148t sich leicht in ein konkretes ummiinzen,
indem wir plausible Einsetzungen fiir A und B finden. Beispiel:

A: Die Eintracht spielt in Unterzahl.

B: Die Eintracht gewinnt.
Aus einer guten Chance, daf§ die Eintracht gewinnt, folgt keine mindestens
ebenso gute Chance, daf} sie gewinnt, wenn sie in Unterzahl spielt.

Auch Kontraposition,

(5) -A> Bp B> A,
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wird durch Diagr. 4 und die Werteverteilung widerlegt. Wir rechnen:

|=AA B 2 0,5

p_4B = - — 22 ~0,71;
A B I1—(z+y) 0,7
AN-B 0,2

p_pA= - T _>2_ys

-B 1-(y+=2) 04

(An diesem Beispiel sieht man, daf es mit dem heuristischen Wert der Dia~
gramme nicht immer weit her ist. In vielen Féllen wird es einfacher sein,
sich zuerst eine widerlegende Werteverteilung zu iiberlegen, um danach ein
dieser Verteilung mehr oder weniger entsprechendes Diagramm zu konstru-
ieren.) Einsetzungen fiir A und B illustrieren das in plausibler Weise. So
ist beispielsweise die Aussage

= A > B: Wenn die Eintracht in voller Stérke spielt, dann gewinnt sie.
deutlich wahrscheinlicher als die vermeintliche Konklusion:
- B > A: Wenn die Eintracht nicht gewinnt, dann spielt sie in Unterzahl.

Diagramm 4 zeigt ebenfalls wie
(4) A—BlFEpA-B

falsch sein kann. Die Wahrscheinlichkeit von A — B ist mindestens so hoch
wie die von B, welche, wie das Bild zeigt, hoher ist als die von A > B.
Mit den oben festgesetzten Werten ist P(A = B) = 0,3 und P(A — B) =
P(mAVB)=(1—z+y)+y=1—2=0,8. Als konkretes Gegenbeispiel zur
Kontraposition mag wieder das Eintracht-Beispiel dienen. Man betrachte
A — B: Die Eintracht spielt in voller Starke oder gewinnt.
A > B: Wenn die Eintracht in Unterzahl spielt, dann gewinnt sie.

Das materiale Konditonal mag eine hohe Wahrscheinlichkeit haben, weil B
(oder —A) fiir sehr wahrscheinlich gehalten wird. Jemand, der die Dinge
so sieht, verpflichtet sich nicht dazu unter der Annahme der Unterzahl den
Gewinn fiir mindestens ebenso wahrscheinlich zu halten.

Dagegen ist die umgekehrte Sequenz

(3) A>-BEpA— B

(Modus Ponens fiir >-) giiltig. Wir betrachten das Diagramm 3, das wir nun
aber so verstehen wollen, dafl es fiir alle Wahrscheinlichkeitsverteilungen
noch offen sein soll. (Dafl die beiden Kreise gleich grof§ sind und sich
iiberlappen, soll jetzt also nicht heiflen, dal wir nur Verteilungen tiber A
und B betrachten, unter denen die Aussagen gleich wahrscheinlich sind und
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ihre Konjunktion nicht gleich Null ist.) Die Gréflen der Kreise sind gewis-
sermaflen nur provisorisch angezeigt und wir fragen jetzt danach, ob sie so
festgelegt werden konnen, dafl ein Gegenbeispiel zur Sequenz entsteht. Wie
zuvor ist

Y
r+y

P(A > B) = und PA—=B)=(1-z+y)+y=1—=2a.

Es ist nun einfach zu zeigen, daf fiir alle x,y, z (z +y > 0),

Y
r+y

<1-—u=x.

Dazu erinnern wir uns, da P4(B) = 1 — P(—B). Fiir die Werte in unserm
Diagramm bedeutet das:

r/(x+y)=1-y/(z+y).

Dax+y<l,soistx <z/(x+y). Alsox <1—y/(x+y) und somit y/(z+
y) < 1 — z wie gewiinscht. Es kann also keine Festlegung der Kreisgroen
geben so, daf} ein Gegenbeispiel zur Modus Ponens-Sequenz angezeigt wird.

SchlieBlich wollen wir noch eine Sequenz in drei Variablen diagrammatisch
widerlegen:

(6) A>B,B>ClEpA>C.

Die folgenden zwei Diagramme zeigen zwei verschiedene Weisen, wie indika-
tivische Konditionale nicht transitiv verkettet sein konnen.

DIAGRAMME 5 und 6.

Diagr. 5 zeigt einen positiven Anteil von B an A (d.h. von y an x + y)
und von C an B (d.h. von uw an y + z + u); beide Prédmissen haben also
eine positive Wahrscheinlichkeit. Aber C hat gar keinen Anteil an A, d.h.
P4(C) = 0. Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, die dieser Beschreibung
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entspricht, ist schnell gefunden; z.B. z = w = 0,2und y = z = u = 0, 1.
Fiir eine konkrete Instantiierung von A, B und C bendtigen wir P(A >
B)#0,p(B > C)#0und AAC « L. Hier ist ein Beispiel: 38

A: Die Eintracht schiefit genau drei Tore.
B: Die Eintracht schiefit hochstens drei Tore.
C: Die Eintracht schief3t weniger als drei Tore.

A = B ist zwar keine logische Wahrheit (denn indikativische Konditionale
beschreiben auch keine logischen Tatsachen), aber genauso wahrscheinlich
wie eine logische Wahrheit. Die meisten Spiele der Eintracht enden mit
hochstens zwei Toren. Wenn ich das weifl und daher C' eine hohe Wahrschein-
lichkeit zubillige, dann gibt die Annahme B keinen Anlaf}, von diesem Wert
abzuweichen. Also hat B > C ebenfalls eine hohe Wahrscheinlichkeit. Aber
A > C ist vollig unwahrscheinlich.

Das aus Diagr. 5 abgeleitete Gegenbeispiel ist etwas ungew6hnlich, da
es von einer maximal wahrscheinlichen Pramisse und einer maximal un-
wahrscheinlichen Konklusion ausgeht. Eine bei weitem gewohnlichere Situ-
ation, in der Transitivitat fehlgeht, zeigt Diagr. 6. Hier hat B einen grofien
Anteil an A, ndmlich y+ z; C hat einen ebenso grofien Anteil an B, ndmlich
z+wu; jedoch hat C nur einen relativ kleinen Anteil an A, ndmlich z (< y+2z
und < z 4 u). Das klassische Beispiel, auf das diese Beschreibung zutrifft
ist dieses:

A: Es gehen Lawinen ab.
B: Der Boden ist mit Schnee bedeckt.
C'. Ich fahre Ski.

Es ist klar, was den Schlul von A = B und B > C auf A = C vereitelt.
Wihrend B > C fiir sich betrachtet hochwahrscheinlich sein mag, so wiirden
wir nicht auf C' schlielen wollen, wenn das Antezedens B durch Ablésung
von A gewonnen wurde; anders gesagt: A A B > C hat eine dramatisch
geringere Wahrscheinlichkeit als B > C. Zum einen erklart das, warum
Gegenbeispiele zu Transitivitdt immer auch solche gegen Pramissenverstark-
ung,

(7) B>ClEp AANB>C,

sind — wie der Leser anhand der Beispiele nachpriifen sollte. 39 Zum anderen
deutet es darauf hin, daf die folgende Sequenz (Vorsichtige Transitivitét)

38 Nach [3, p. 127]. Vgl. auch [148, p, 48]: “Wenn ich gewinne, bin ich Kandidat”,
“Wenn ich kandidiere, verliere ich”.

39 Bs ist klar, daB Transitivitit mit Pramissenverstarkung fallen muB. Denn da AAB > A
giiltig ist, ware der Schlufl von A > C auf A A B > C zulassig, wenn > transitiv ware.
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giiltig ist:
(8) A>B,ANB>CEp A-C.

Die Adams-Logik AL. Neben den zwei bisher vorgestellten Beschreibun-
gen der Menge giiltiger P-Folgerungen, gibt Adams [3, Kap. 7] noch eine rein
syntaktische Beschreibung der p-giiltigen Folgerungen an. Wir prasentieren
dieses System hier etwas anders als in [4], ndmlich als Sequenzenkalkiil. (Die
Buchstabenetiketten stammen von Adams, die Kurzbeschreibungen sind der
neueren Literatur angeglichen.)

Das System AL von Adams

A, B, C seien faktische Formeln, Fq sei Ableitbarkeit in der klassischen Lo-
gik. X,Y seien endliche Mengen von Formeln und das Komma links von >
deute Vereinigung an (so, dafl XY =Y, X und X, X = X).

Verdiinnung XA Schnitt XvA VBeX:YbB
X, Y> A Yo A
G. Reflexivitét A A
LC. Logische Konsequenz Xi;iong
CF. T-Ein/-Aus Xf;i . X;TDZ A
EA. Aquiv. im Antezed. 4 Eo)fp I;X:g —
RT. Kumulative Trans. XvA },BY DYAD :1 9 B>C

XpA=-C Y>B>C
X, YrAVB>C

XpA=B YrA-C
X, YoAANB=C

DA. Disj. im Antezed.

AR. Vorsichtige Monot.
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Der Beweis des folgenden Satzes ist in [4, §7.6] skizziert.

SATZ 12. Die ableitbaren Sequenzen sind genau die P-giltigen Folgerun-
gen: Ep = b.

Es folgen einige beispielhafte Herleitungen von Sequenzen und Regeln.
Zunéchst die “starke Zentrierungs-Sequenz” A, B> A - B:

1) A>A G
(2) BeB G
3) AbT A 1, CF
(4) BoT=B 2, CF
(5) A,BoAAT =B 34, AR
6) A, BsA=-B 5, EA

X>A Yo A~B
X, Y>B '

Die Modus Ponens-Regel

(1) XA

(2) YrA>-B

3) XpT>=A 1, CF
(4) YOAAT =B 2 EA
(5) X,Y>T>=B 34, RT
(6) X,Y>B 5, CF

Wenn wir in der Ableitung A fiir X und A > B fiir Y einsetzen, dann
generiert diese die Modus Ponens-Sequenz A, A = B> B. Ebenfalls eine Art
Modus Ponens driickt die Sequenz A = B> A — B aus:

(1) A-BFA>-B G

(2) PAANB>(A— B) LC:ANBFyA— B

(3) A= BrA>- (A— B) 1,2, RT

(4) p—A> (A— B) LC: -At+yA— B

(5) A-BprAVv-A>(A—DB) 34,DA

(6) A-~BrA—B 5 EA: T =y AVv-4,CF
X>A~B BhoC

Konditionale sind transitiv via
0 XsA-C

(1) XvA>B

(2) BkoC

(3) AABF,C 2

(4) PAANB>C 3,LC
(5) XFA=C 13 RT

XvA-B YrA-C

Schliellich noch die zu DA “duale” Regel XYsA-BAC
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X>A>-B

Y>A-C

>BAC = BAC LC

X ANC - BAC 1,3, RT
X, Yo ANA>=BAC 24, RT
X, Y>oA=BAC 5, EA

NN N N N~
DD U W N =
NS AN NI

Die entsprechende Sequenz A = B, A > C>A = AAB wirdmit X = A > B
und Y = A > C genauso hergeleitet.

All diese logischen Prinzipien sind uns, wenn auch in etwas anderer Form,
aus der Logik der kontrafaktischen Konditionale bekannt. So entsprechen
beispielsweise die Sequenzen A = B> A — B und AA B> A > B in offen-
sichtlicher Weise den Schemata der schwachen bzw. starken Zentrierung,
(CW) A 3B — (A — B) und (CS) ANB — (A O B). Die starke
Zentrierung, CS, ist das charakteristische Schema fiir die Logik (VC) der
Sphérensysteme. Fiir Schemata wie (K) (A J (B — C)) — ((A 2 B) —
(A O ()) dagegen kénnen wir keine entsprechende Sequenz erwarten, denn
J-Formeln simulierende >-Formeln konnen ja nicht Teil komplexerer For-
meln sein. Mit dieser Einschrankung stellen wir so eine weitgehende Uber-
einstimmung in den logischen Prinzipien fiir kontrafaktische und indikativi-
sche Konditionale fest. Tatséchlich ist die Ubereinstimmung vollkommen,
wie der néchste Satz zeigt.

Es sei =g die Relation giiltiger Folgerung in Sphérenmodellen (oder den
entsprechenden variabel relationalen Modellen).

X Es A gdw in beliebigen Sphérenmodellen gilt: An jedem Punkt, der
alle Formeln in X wahr macht, ist auch A wahr.

Es sei FML- die Menge der Formeln einer Sprache mit kontrafaktischen
Konditionalen; FML™ ist, wie auf p.272 definiert, die Formelmenge einer
Sprache mit indikativischen Konditionalen. Die Formeln in FML- kénnen
verschachtelte Konditionale enthalten; die in FML” sind allesamt “flach”,
d.h. rein faktisch oder von der Form A > B mit A und B faktisch. Um
hier auf einen gemeinsamen Nenner zu kommen, betrachten wir das flache
Fragment von FML-, bestehend aus rein wahrheitsfunktionalen Formeln
oder solchen der Form A 1 B mit wahrheitsfunktionalen Teilformeln A
und B. Das flache Fragment von FML- unterscheidet sich von FML™
nur noch in der Bezeichnung des Konditionals — hier >, dort 1. Diesen
typographischen Unterschied wollen wir vernachlassigen und einfach von
“flachen Formeln” sprechen.
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SATZ 13. (Stalnaker [272].) Es sei X eine Menge flacher Formeln und A
eine flache Formel. Dann X Eg A gdw X Ep A, und X byvc A gdw X > A.

10. Riickblick: Die Logik der Konditionale

Der letzte Satz halt ein erstaunliches Resultat fest. Haben wir nicht gesagt,
daB sich kontrafaktische und indikativische Konditionale semantisch grund-
legend unterscheiden? Die einen sind modgliche Welten-Konditionale, die
anderen sind es nicht. Folgerung wurde fiir die einen tiber Sphéren (oder
variabel relationale Modelle) definiert, fiir die anderen iiber Wahrschein-
lichkeitsfunktionen. Die Modellierungen kénnten kaum weiter auseinander-
liegen — und doch koinzidieren sie am Ende im Hinblick auf die als giiltig
ausgezeichneten Folgerungen (im flachen Fragment der Sprache).

Warum sind die logischen Prinzipien fiir kontrafaktische und indikativi-
sche Konditionale einander so dhnlich, ja stimmen vielleicht sogar vollig
iiberein? Sicher gibt es Unterschiede zwischen Wahrscheinlichkeitsschliissen
einerseits und Schliissen andererseits, die sich aus der Betrachtung einander
dhnelnder Welten ergeben. Aber offenbar gibt es eine Stufe der Abstraktion,
bei der diese Unterschiede verschwinden und nur noch Gemeinsames im
Blick bleibt. Einen ersten Hinweis auf eine enge strukturelle Ahnlichkeit
geben die Bedingungen fiir Wahrheit bzw. hohe Wahrscheinlichkeit der
Konditionale.

3: An einem Punkt a ist A O B wahr, wenn B wahr ist in einem Bereich
minimal von a abweichender Punkte, an denen die Annahme A gilt:
I(A3 B,a) =1 gdw Rpay(a) C [B].
>: Unter einer Funktion P ist A > B hochwahrscheinlich (), wenn B
hochwahrscheinlich ist unter einer minimal von P abweichenden Funk-

tion, die unter der Annahme A steht:
P(A > B) = h gdw P4(B) = h.

Das gemeinsame Schliisselelement ist offenbar die minimale Abweichung von
einem Ausgangspunkt so, dal das Antezedens des Konditionals wahr bzw.
den Maximalwert 1 hat. Zwar sind die Ausgangspunkte sehr verschieden
— hier Wahrheitswertverteilungen, dort Wahrscheinlichkeitsverteilungen —,
aber der Effekt ist schlieBlich derselbe: Dadurch, dafl wir nicht jede, sondern
nur bevorzugte Alternativen betrachten, werden bestimmte Annahmen kon-
stant gehalten, die nun gemeinsam mit dem Antezedens — im Erfolgsfall —
das Konsequens erzwingen (d.h. seine Wahrheit bzw. hohe Wahrschein-
lichkeit). Ohne diese Zusatzannahmen wére das Antezedens nicht hin-
reichend fiir das Konsequens. Dabei kann eine Verstiarkung des Antezedens
dazu fiithren, dafi die fir das Konsequens nétigen Zusatzannahmen aufler
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Kraft gesetzt werden. Das erklart die Nichtmonotonie im Antezedens, d.h.
die Ungiiltigkeit des Schlusses von A J B auf AANC — B bzw. von A - B
auf AN C = B, sowie weiterer Schlu3figuren.

Soweit die allgemeine Erklarung, warum kontrafaktische und indikativis-
che Konditionale auf der Ebene ihrer logischen Eigenschaften einander sehr
dhnlich sind. Obwohl die Erklarung einfach ist, stellen sich genauere Nach-
weise der engen Beziehung zwischen den beiden Arten von Konditionalen —
d.h. Représentationsresultate fiir verschiedene Modellierungen — als recht
aufwendig dar. Das gilt auch fiir den Beweis von Satz 13. Oft laufen solche
Abbildungen {iber die Theorie der Theorienrevision, die wir in Kapitel VIII
behandeln werden. Das liegt daran, da§ die Operation der Revision (einer
Theorie) im wesentlichen die Operation eines minimalen Eingriff ist. So the-
matisiert die Theorie der Theorienrevision das wichtigste Modellierungsele-
ment der Konditionallogik. 4° Das gilt ebenso — wie wir sehen werden — fiir
eine weitere logische Theorie, die eng mit der Konditionallogik verwandt
ist: die Theorie anfechtbaren (oder nicht-monotonen) Schliefiens, die im
nachsten Kapitel behandelt wird.

40 Hinter der Rede von einer “minimalen Abweichung” versteckt sich tatsichlich eine
ganze Familie von Relationen; vgl dazu insbesondere [196].
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PARAKONSISTENTE LOGIK

In diesem und dem néchsten Kapitel geht es nicht um Dinge, welche die
klassische Logik nicht behandelt, wie die intensionalen Operationen der
Modallogik. Es geht vielmehr um die Moglichkeit, dafl die klassische Logik
einiges von dem, was sie behandelt, falsch behandelt. Der Verdacht fallt hier
insbesondere auf die klassische Theorie der Negation, der Implikation und
der logischen Konsequenz. Wéhrend wir in den vorhergehenden Kapiteln
im wesentlichen mogliche Erweiterungen der klassischen Logik betrachtet
haben, soll es nun also um Alternativen, d.h. um sogenannte nicht-klassische
Logiken gehen. !

1. Inkonsistenz und Trivialitat

In der Erzéhlung “Die Bibliothek von Babel” [35] stellt der argentinische
Schriftsteller Jorge Luis Borges eine “Universalbibliothek” vor: Sie enthélt
alle Biicher mit 410 Seiten (40 Zeilen pro Seite, 80 Zeichen pro Zeile), die
aus einem Alphabet von 25 Zeichen (inkl. Leerzeichen, Komma und Punkt)

1 Die hier unterstellte Unterscheidung zwischen Erweiterung und Alternative ist alles an-
dere als unproblematisch. Darauf hat inbesondere Quine wiederholt hingewiesen; siehe
z.B. [237, Kap. 6]. Welche Art von Tatsachen kénnte man anfithren, um den Unter-
schied zwischen einer anderen Interpretation eines Junktors und der Interpretation eines
anderen Junktors zu markieren? Wir werden spéter sehen, dafl sich zumindest einige
logische Systeme, die zunéchst als Alternativen zur klassischen Logik auftreten, auch als
Erweiterungen der klassischen Logik um neue Junktoren darstellen lassen.
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erzeugt werden konnen.? Biicher, welche nur den Buchstaben A (gefolgt
von Leerzeichen) enthalten oder die Buchstaben M C V immer wieder, und
scheinbar sinnlos, kombinieren, stehen dort ebenso in den Regalen, wie ein
Buch, welches mit der so unwahrscheinlichen Zeichenfolge beginnt, in der
wir den Text von Borges’ Ficciones erkennen kénnen (mit den Druckfehlern
der ersten Auflage von 1944).

Einen kleinen Teil der Bibliothek fiillt das Corpus Teutonicum, d.i. die
Gesamtheit aller moglichen Biicher, die dem Lexikon und der Grammatik
der deutschen Sprachen folgen. Neben den vielen deutschen Ubersetzungen
der Ficciones gibt es im Corpus Teutonicum auch ein Buch mit dem Titel
“Summa”, dal aus nur zwei Sitzen besteht (gefolgt von Leerzeichen):
“Schnee ist weiB. Schnee ist nicht weiB.” Uber die Summa behaupten
klassische Logiker etwas erstaunliches, namlich dafl das Biichlein denselben
Inhalt wie das gesamte Corpus Teutonicum hat. Aus logischer Sicht, so
behauptet der Klassiker, ist die aus zwei Satzen bestehende Summa dem
méchtigen Corpus Teutonicum gleichwertig. Das begriindet der Klassiker
wie folgt.

Der Inhalt eines Buches ergibt sich aus dem, was darin geschrieben steht.
Wenn in einem Buch der Satz steht

(58) Benjamin Otélora ist um 1891 neunzehn Jahre alt,

dann gehort es zum Inhalt des Buches, dal Benjamin Otédlora 1891 noch
am Leben ist und auch daf jemand um 1891 neunzehn Jahre alt ist. Diese
beiden Sachverhalte folgen logisch aus dem Satz (58). Jeder, der diesen
einen Satz des Buches liest und versteht, kann diese Sachverhalte dem Satz
ohne weiteres entnehmen. Der Inhalt eines Buches besteht also aus dem,
was darin wortlich steht, zusammen mit dem, was daraus logisch geschlossen
werden kann, d.h. der Information, die dem Text zu entnehmen ist. Der
Inhalt ist die Information, die das Buch enthélt.

Nun ist der Satz (58) auf den Seiten der Summa zwar nicht zu finden.
Dennoch gehort er aus Sicht der klassischen Logik zum Inhalt des Buches
— genau wie jeder andere Satz des Corpus Teutonicum. Denn aus einem
beliebigen Widerspruch, d.h. zwei Sétzen der Form A und —A, folgt jeder

2 Borges phantasiert prizise: Die Bibliothek besteht aus sechseckigen Silen, in denen
jeweils 960 Biicher eingestellt sind; in 30 Regalen jeweils 32 Biicher. Da jedes Buch eine
endliche Permutation iiber einer endlichen Basis (25) ist, so ist die Anzahl mdglicher
Biicher endlich. Jedes Buch enthélt n = 410 x 40 x 80 = 1.312.000 Zeichen, so dafl
es 25™ mogliche Biicher gibt. Im Internet kursieren geschétzte Vergleiche zwischen der
Grofle der Bibliothek von Babel und der Gréfle des sichtbaren Universums — wobei sich
dieses als recht klein im Vergleich mit jenem erweist. Borges Erzahlung — 1941 erstmals
ver6ffentlicht — spinnt ein Gedankenexperiment weiter, das schon Kurd LaBwitz [169] in
der Erzdhlung “Die Universalbibliothek” (1904) beschrieben hat.
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beliebige Satz B, also insbesondere auch (58). Das ist eine elementare Eigen-
schaft der klassischen Folgerungsrelation, ex falso quodlibet genannt:3

(efq) Wenn A und —A, dann B.

Also gehort (1), wie jeder andere deutsche Satz, zum Inhalt der Summa.
Umgekehrt ist die Summa natiirlich Teil des Corpus Teutonicum. Also
haben Summa und Corpus Teutonicum denselben Inhalt.

Irgendwie vermag dieser Gedankengang nicht so recht zu iiberzeugen: das
riesige Corpus Teutonicum in nur zwei kurzen Sétzen zusammengefafit? Es
will sich hier nicht der Eindruck einstellen, dafl die klassische Logik uns
zu einer Entdeckung iiber das Verhaltnis der Summa zum Corpus Teuto-
nicum verholfen hat. Stattdessen dréngt sich die Frage auf: Was lauft falsch
in der klassischen Logik, wenn sie zur Behauptung gezwungen ist, daf} ein
Paar von widerspriichlichen Sétzen dquivalent zur Menge aller Satze ist?
Das Argument beruhte wesentlich auf zwei Pramissen:

1. Abschluf}: Was aus einer Menge von Séatzen logisch folgt, gehort zu
dessen Inhalt.

2. Ex falso quodlibet: Aus einer widerspriichlichen Menge von Sétzen folgt
logisch jeder beliebige Satz.

Die logischen Theorien, die wir in diesem Kapitel betrachten werden, richten
ihre kritische Aufmerksamkeit auf die zweite Pramisse. (Klassiker wer-
den die Aufmerksamkeit auf die erste Pridmisse lenken wollen, um dem
ungldubigen Staunen die Spitze zu nehmen.) Das anti-klassische Argu-
ment ist sehr einfach: Erstens, so behauptet der Nicht-Klassiker, wiiiten wir
sehr gut zu unterscheiden zwischen Widerspriichlichkeit einerseits und Trivi-
alitdt, d.h. der unterschiedslosen Behauptung beliebiger Sétze, andererseits.
Nun gibt es viele Unterschiede, die uns klar und deutlich sind, die aber lo-
gisch bedeutungslos und deshalb in logischer Hinsicht keine sind. Deshalb
argumentiert der nicht-klassische Logiker, zweitens, dafl eine Theorie, die
den logischen Unterschied zwischen Inkonsistenz und Trivialitdt aufhebt,
unbefriedigend sei.

3 Da diese Eigenschaft elementar ist, kdnnen wir auch gleich einen méglichen Einwand
gegen die gerade gegebene Bestimmung des Inhalts eines Buches beantworten. Enthéalt
ein Zettel mit den Dedekind-Peano-Axiomen der Arithmetik die gesamte Zahlentheo-
rie, die sich daraus entwickeln 148t7 In einem bestimmten Sinne von “enthalten” bzw.
“Inhalt” wiirden wir das nicht sagen wollen. Ein Buch iiber Zahlentheorie, das sich an
Mathematiker wendet, enthélt — in einem vertrauten Sinn von “enthalten sein” — mehr
“Stoff” als ein Schulbuch. Aber was ein Leser aufgrund elementarer Schliisse dem Wort-
laut eines Textes entnehmen kann, wiirden wir auch in einem eingeschréankteren Sinne
zum Inhalt des Textes zdhlen. Der Schlufl nach ex falso quodlibet ist, klassisch gesehen,
elementar.
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Die erste Behauptung ist wenig strittig. Kontroversen entziinden sich an
der zweiten Behauptung. Hier muf3 der Nicht-Klassiker zeigen, daf es in-
teressante inkonsistente Theorien gibt. Solche Theorien wiirden natiirlich
jedes Interesse verlieren, sobald man sie unter klassischer Folgerung ab-
schliefit und so trivialisiert. Den Inhalt einer Theorie, die uns interessiert,
lernen wir nur kennen, indem wir ihn logisch erschlieflen. Das gilt auch fiir
inkonsistente Theorien. Wenn wir den nicht-trivialen Inhalt einer solchen
Theorie kennenlernen wollen, dann muf3 das Schlieffen einer logischen Theo-
rie folgen, die nicht die klassische sein kann. Die Frage ist also: Was ist eine
interessante inkonsistente Theorie und gibt es dafiir Beispiele?

Eine inkonsistente Theorie wére nicht interessant, wenn wir sogleich wiif3-
ten, wie sie zu reparieren sei — einmal vorausgesetzt, dafl Inkonsistenz einen
“Defekt” anzeigt. Interessante inkonsistente Theorien sind also derart, daf3
es keine eindeutig bessere, konsistente Version der Theorie gibt. Solange das
so ist, darf die inkonsistente Version einer Theorie unser Interesse beanspru-
chen. Abhéngig vom Menii vorliegender Alternativen mag die inkonsistente
Theorie sogar die beste Option sein.

Klassiker konnten an dieser Stelle einwerfen, dafl Inkonsistenz ein so
grofler Schaden an einer Theorie sei, dafl diese im Vergleich zu jeder ernst-
haften konsistenten Alternative unterliegen mdisse. Natiirlich darf dieser
Einwurf sich nicht auf die Annahme stiitzen, dafl inkonsistente Theorien
schlecht sind, weil sie trivial sind. Genau diese Annahme bestreitet der
Nicht-Klassiker ja. Aber der Klassiker konnte darauf hinweisen, daf} ein
Widerspruch niemals wahr sein kann und deshalb jede widerspriichliche
Theorie den Makel sicherer Falschheit tragt. Die konsistenten Alternativen
mogen verschroben oder ontologisch inflationar sein; aber im Gegensatz zur
inkonsistenten Theorie haben sie den unbestreitbaren Vorzug, moglicher-
weise wahr zu sein.

Der Nicht-Klassiker kann auf zwei, sehr unterschiedliche Weisen ant-
worten. Er kann, erstens, bestreiten, dafl Widerspriiche nicht wahr sein
konnen. Das wiirde inkonsistente Theorien sogleich vom Makel der sicheren
Falschheit befreien. Die Behauptung, dafl es wahre Sétze der Form A A —A
gibt, ist die charakteristische These des Dialethismus. Die dialethische
These scheint mindestens genauso gewagt wie die klassische Gleichsetzung
von Inkonsistenz und Trivialitdt. Insofern wére es wiinschenswert, wenn
der Nicht-Klassiker eine zweite, weniger verwegene Antwort zur Hand hétte.
Hier ist eine pragmatische Antwort: Der Widerspruch in einer Theorie zeigt
nur an, dafl ein Teil der Theorie falsch ist. Es ist nun gerade die Auf-
gabe einer nicht-klassischen Logik, diesen inkonsistenten Teil inferenziell zu
isolieren und zum zuverlassigen Teil der Theorie einen zuverlassigen logis-
chen Zugang zu schaffen. Es gibt ab initio keinen Grund zu der Annahme,
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daB eine mit Vorsicht gehandhabte inkonsistente Theorie schlechter sein mufl
als ihre konsistenten Alternativen. Vielmehr kann es durchaus so sein, daf3
die inkonsistente Theorie einfacher und erklarungsstarker ist als konsistente
Konkurrenten, und dafl wir im Umgang mit der Theorie sicher feststellen
kénnen, in welchen Ableitungen wesentlich von konsistenten bzw. inkonsis-
tenten Annahmen Gebrauch gemacht wird.

Es seien hier beispielhaft drei Theorien skizziert, die interessant und
inkonsistent sind. In allen drei Fallen ist die Frage, welche konsistente
Theorie iiber den jeweiligen Gegenstand die beste sei, in hohem Grade strit-
tig. Ferner ist die jeweilige inkonsistente Theorie — soweit nicht konsequent
unter klassischer Folgerung abgeschlossen — schon aufgrund ihrer Einfach-
heit eine ernsthafte Option. Im Falle der ersten zwei Beispiele (Mengen
und Wahrheit betreffend) deutet sogar alles darauf hin, dafl wir mit genau
diesen inkonsistenten Theorien téaglich und meist arglos arbeiten. Die drei
Beispiele sind dariiberhinaus auch gute Kandidaten, die dialethische These
zu belegen. 4

Mengenlehre. Fir jede Bedingung A scheint es eine Menge y zu geben,
die genau die Elemente enthilt, welche die Bedingung erfiillen. Das ist das
sogenannte “naive” Komprehensionsschema der Mengenlehre:

(%) JyVa(z € y <> Ax).

Das Schema (x) versichert uns unter anderem, dafl eine Menge r existiert,
deren Elemente die Bedingung e ¢ r erfiillt (die Russell-Menge). Daher gilt:

Ve(rer ez gr).
Wenn wir nun r fiir x einsetzen, dann erhalten wir
) reETOTETr
Entweder ist nun r € r oder es ist nicht so, d.h. r ¢ r. In beiden Féllen
folgt unmittelbar der Widerspruch aus (f): » € r und r ¢ r.
Jede Mengenlehre, die das vollig natiirlich scheinende Schema (*) enthélt,

ist also inkonsistent. Solange Mengenlehre nicht selbst Gegenstand ist, set-
zen Mathematiker immer so etwas wie das naive Komprehensionsschema

4 Weitere Beispiele inkonsistenter Theorien und vielleicht inkonsistenter Gegenstands-
bereiche finden sich insbesondere in den Arbeiten von Graham Priest [222, 224, 225,
227].
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(%) voraus und arbeiten damit im Rahmen einer inkonsistenten Theorie.5
Konsistente Einschrankungen von () sind mithsam, erscheinen ad hoc, und
ihre deduktive Kraft in manchen Fallen nicht ausreichend oder ungeklart.
Eine Alternative konnte darin bestehen, mit (%) weiter zu arbeiten und
durch eine Einschrénkung der Logik das Abgleiten in eine triviale Theorie
zu verhindern.

Wahrheitstheorie. Uber den Begriff der Wahrheit wird in der Philosophie
viel gestritten. Aber dieses eine ist sicher: Ein Satz ist wahr, wenn es so ist,
wie er es sagt. “Schnee ist weify” ist genau dann wahr, wenn Schnee weif3 ist.
Auch diese Binsenweisheit konnen wir in einem Schema ausdriicken. Sei S
ein beliebiger deutscher Satz und "S™ ein Name fiir diesen Satz. Dann gilt:

(T) ST ist wahr gdw S.

Nun sei L der Satz “7 L7 ist nicht wahr”. Wenn wir L fiir S in (T) einsetzen,
dann erhalten wir
TL7ist wahr gdw L.

Aber L = ("L™ ist nicht wahr). So erhalten wir
L7 ist wahr gdw " L™ nicht wahr ist.

Wie im Falle der naiven Mengentheorie folgt daraus, dafi L7 zugleich
wahr und nicht wahr ist. Das Resultat konnen wir so zusammenfassen:
Jede Theorie der Wahrheit, welche von dem Schema (T) ausgehend die
Wahrheitsbedingung fiir einen Satz wie L bestimmen will, ist widerspriich-
lich. Wenn wir dem Widerspruch entgehen wollen, dann miissen wir ent-
weder das sehr plausible Schema (T) aufgeben oder Sdtze wie L aus dem
Skopus der Wahrheitstheorie einer Sprache ausschlieflen. Im ersten Fall ver-
lieren wir eine wesentliche Einsicht in den Begriff der Wahrheit (die soge-
nannte Disquotierungseigenschaft); im zweiten Fall wird unsere Wahrheits-
theorie unvollstandig. Wenn wir beides nicht wollen, dann kénnte es das
Beste sein, den Widerspruch zu akzeptieren und eine Logik zu wahlen, die
unsere Wahrheitstheorie dennoch nicht trivialisiert.

5 Selbst in manchen friihen Darstellungen der Mengenlehre ist nicht der Hauch einer
Beunruhigung spiirbar. So schreibt zum Beispiel Felix Hausdorff im letzten Satz des
Vorworts zur zweiten Auflage (1927) seiner Mengenlehre: “Zu einer Diskussion iiber
Antinomien und Grundlagenkritik habe ich mich jetzt ebensowenig wie damals [1914]
entschliefen konnen.” Auch in der Auflage letzter Hand, aus dem Jahre 1935, &nderte
sich daran nichts.
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Vagheit. Ob eine Ansammlung von Sandkornern ein Haufen ist, mag manch-
mal nicht ganz klar sein. Aber drei Dinge wissen wir sicher iiber Haufen:

1. Ein Sandkorn ist kein Haufen.

2. Sandhaufen entstehen nicht “plotzlich”, indem man zu einem Nicht-
haufen ein einziges Sandkorn hinzulegt (Toleranzprinzip fiir Haufen).

3. Eine Million Sandkoérner (richtig zusammengelegt) sind ein Haufen.

Beginnen wir mit der ersten Gewilheit: Ein Sandkorn ist kein Haufen. Er-
ste Anwendungen des Toleranzprinzips fiihren zu den nicht minder gewis-
sen Feststellungen, dafl zwei und drei Sandkoérner auch keine Haufen sind.
Ganz allgemein gilt nach dem Toleranzprinzip, dafl wenn n Sandkorner kein
Haufen sind, dann sind auch n + 1 Sandkérner kein Haufen. Wenn wir das
Toleranzprinzip immer wieder anwenden, gelangen wir zum Schlufi:

4. Eine Million Sandkorner sind kein Haufen.

Die Aussagen 3 und 4 widersprechen einander. Was sollen wir daraus
schliefen? Wenn wir einmal die erste und die dritte Gewiheit als Grund-
daten iiber die Bedeutung von “Haufen” ausklammern, dann konnten wir
versuchen den Schlufl abzuwenden, indem wir entweder das Toleranzprinzip
oder die Verkettung von Modus Ponens-Schliissen — das einzige logische
Prinzip, das hier zur Anwendung kommt — kritisch unter die Lupe nehmen.
Das sind ersichtlich schwierige Wege, da das Toleranzprinzip ein Charakte-
ristikum vager Begriffe zu sein scheint und Modus Ponens wohl zum Bedeu-
tungskern von “wenn-dann” gehort. Wir konnten aber auch dem logischen
Schlieflen aus plausiblen Prémissen zur Konklusion 4 mutig folgen. Vage
Begriffe erwiesen sich so als inkonsistent. Dann gibt es zwei Optionen. Der
Klassiker wiirde sagen: Inkonsistente Begriffe sind notwendigerweise leer;
es gibt also gar keine Haufen.® Der Dialethiker wiirde sagen: Nattirlich
gibt es Haufen; das sind Gegenstéande, die unter einen inkonsistenten Be-
griff fallen. Das Paar der Sétze 3 und 4 wiren demnach ein Beispiel eines
wahren Widerspruchs, aus dem wir geichwohl nicht auf Beliebiges schlieflen
wollen. 7

Dies sind Beispiele von Theorien, die aufgrund einer ihrem jeweiligen Gegen-
stand inhérenten Schwierigkeit widerspriichliche Thesen enthalten. Aus
dialethischer Perspektive sind diese Theorien moglicherweise wahr. Neben
solchen Schaufensterstiicken des Dialethismus gibt es viele weniger spek-
takuldre und sehr alltdgliche inkonsistente Theorien. Vermutlich gilt fiir
die meisten von uns, dafl die Gesamtheit unserer Uberzeugungen inkonsis-
tent ist. Die Griinde sind vielfaltig. Wir speichern neue Informationen ab,

6 Diese Sicht vertreten Wheeler [286] und Unger [282].
7 Hyde [145] entwickelt eine Theorie vager Pradikate aus parakonsistenter Sicht.
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ohne alte, widersprechende zu l6schen. Wir rufen in verschiedenen Kon-
texten verschiedene Uberzeugungen ab — moglicherweise aus verschiedenen
Quellen — und geraten nie in Kontexte, in denen sich die Unvereinbarkeit
dieser Uberzeugungen zeigen konnte. Manchmal ist es sehr schwierig, die
Inkonsistenz von Uberzeugungen zu erweisen. (Frege war jahrelang davon
iiberzeugt, daf3 seine Version der Mengenlehre konsistent sel) Schliellich
tolerieren wir manchmal leichte Inkonsistenzen in unseren Uberzeugungen -
jedenfalls solange uns keine naheliegende Reparatur einfallt und wir meinen,
dafl die Inkonsistenzen praktisch folgenlos bleiben. In allen diesen Féllen
wiirden wir sagen: Diese Uberzeugungssysteme sind zwar inkonsistent; aber
sie haben dennoch logisch verschiedenen Inhalt und sind insbesondere nicht
gleichermaflen trivial. Aus der Sicht der klassischen Logik wire das jedoch
falsch: Jedes inkonsistente Uberzeugungssystem hat denselben logischen
Gehalt, nimlich den trivialen Gehalt eines Uberzeugungssystem in dem
schlechthin alles geglaubt wird.

2. Parakonsistenz

Eine Theorie (im logischen Sinne) ist eine Menge von Séitzen, die unter
logischer Konsequenz abgeschlossen ist. Sei Cn(X) die Menge der logischen
Konsequenzen einer Satzmenge X. Dann ist X genau dann eine Theorie,
wenn

X = Cn(X).

Eine Theorie X ist inkonsistent, wenn es zwei Sdtze A und —A gibt, mit
A € Cn(X) und -A € Cn(X); X ist trivial, wenn Cn(X) die Menge aller
Satze der zugrundeliegenden Sprache ist. Ein Theorie ist parakonsistent,
wenn sie inkonsistent und nicht trivial ist.

Gegeben eine Logik L, so bestimmen wir die Menge Cn(X) der logischen
Konsequenzen (im Sinne von L) {iber die Ableitbarkeitsrelation F von L so:

AeCn(X)gdw X+ Ain L.

Wenn Cn und F in dieser Beziehung zueinander stehen, dann ist Cn eine
Konsequenzoperation tiber L. (Siehe dazu auch den Abschnitt 2.4 im Ein-
leitungskapitel.) Eine Logik nennen wir parakonsistent, wenn sie eine Kon-
sequenzoperation Cn definiert, die parakonsistente Theorien zulafit — es also
Satzmengen X gibt, so dafl Cn(X) parakonsistent ist.
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Wie eine parakonsistente Logik aussehen kann, erfahren wir am besten,
indem wir uns vor Augen fiihren, warum in der klassischen Logik parakon-
sistente Theorien nicht moglich sind. Hier ist eine klassische Ableitung eines
beliebigen Satzes B aus widerspriichlichen Annahmen A und —A:8

Erste Ableitung.

V-Einf.
AV B —-A
DS
B
Alternativ koénnen wir die Ableitung auch im Lemmon-Stil notieren:®
1 (1) A Annahme

1 (2) AVB 1V-Enf
3 (3) -4 Annahme
13 (4 B 2,3 DS

Die Abkiirzung “DS” steht fiir die Schluflfigur des disjunktiven Syllogis-
mus im Sinne der folgenden Regel:

-A AVB
— 5

Die Ableitung zeigt — am deutlichsten im Lemmon-Stil —, dal wir den DS
hier im starken Sinne einer Ableitungsregel verwendet haben: 10

X+-A YFAVB
X,YFB

Gegeben die Reflexivitat von I, folgt aus der Regel DS unmittelbar die
Sequenz

DS. ~A, AV BF B.

Und gegeben die Schnittregel, gilt auch die Umkehrung. Unter allgemein
geltenden Annahmen {iber I sind Regel- und Sequenzenform also dquivalent.

Im Prinzip kann die erste Ableitung an jedem Schritt aufgehalten werden.
Nur im Voriibergehen sei erwéhnt, dafl in den sogenannten nicht-additiven
Logiken (siche [276]) der Schritt (2), d.h. die V-Einfiihrung, zuriickgewiesen

8 Das ist das sogenannte Lewis-Argument, benannt nach dem amerikanischen Logiker
C.I. Lewis.

9 Siehe die Erlduterungen in der Einleitung.

10 D h. die Regel DS ist eine abgeleitete, nicht bloB zuldssige Regel. Siehe dazu Kap. I.2.
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wird. Aber das ist eine Option, die nur unter sehr speziellen und kon-
troversen Annahmen iiber logisches Folgern begriindet werden kann. Die
meisten parakonsistenten Logiken erheben Einspruch gegen die Giiltigkeit
des disjunktiven Syllogismus im Sinne der Regel DS bzw. — dquivalent —
im Sinne der Sequenz sDS. Wir werden gleich sehen, warum das ein guter
Ansatzpunkt ist.

Dagegen spricht zunéchst, dafl der disjunktive Syllogismus in einem engen
Zusammenhang mit Modus Ponens steht. Die Pramissen des Modus Ponens,
A und A — B, sind zumindest klassisch aquivalent zu A und =AV B, denn
es gilt ja klassisch die Aquivalenz

(A— B) & (mAV B).

Parakonsistente Logik steht daher vor der Wahl, entweder diese Aquivalenz
aufzugeben (genauer: die Richtung von rechts nach links) oder mit DS auch
Modus Ponens zuriickzuweisen.

Eine zweite klassische Ableitung von B aus A und —A verweist auf die
Moglichkeit eines zunédchst liberraschend anmutenden Ansatzes zu einer
parakonsistenten Logik.

Zweite Ableitung.

-A
Adjunktion
AN-A AN-A— B
MP
B
Oder so:
1 (1) A Annahme
2 (2) -4 Annahme
1,2 (3) An-A 1,2 Adjunktion
(4) AA-A— B EFQ

12 (5 B 3,4 MP

Diese Ableitung koénnte man nicht erst im Schritt (4), sondern schon im
Schritt (3) anhalten, indem man die Regel der Adjunktion (auch “A-Ein-
fithrung”